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Capitolo 4

Applicazioni numeriche

La teoria generale presentata nei Capitoli 2 eeBeviora applicata mediante lo sviluppo
di analisi numeriche utilizzando un codice commaecagli elementi finiti. Il presente

capitolo & suddiviso in due sezioni, in particolawdla prima vengono effettuate le
analisi numeriche di stabilita, sia macroscopica aficroscopica, con un particolare
riferimento a due diversi tipi di microstrutture: compositi a matrice porosa € i
compositi che presentano all'interno un’inclusidaequale puo essere piu 0 meno
rigida. Nella seconda sezione, si studiera la italidel modello di omogeneizzazione
proposto nel Capitolo 3, effettuando un confrontotermini di energia di rilascio,

valutata al tip delle microfratture attraverso dartica dell'integralel, tra la tecnica di

omogeneizzazione e l'analisi diretta facendo mfiemto ad una struttura composita

costituita da un arrangiamento regole di 5x5 agfigarie di tipo poroso.
4.1Analisi di stabilita

4.1.1 Implementazione computazionale

L’analisi di stabilita illustrata nel Capitolo 2ene ora sviluppata mediante un modello
agli elementi finiti basato su un approccio aglbhsjmenti. Le analisi numeriche sono
state effettuate in uno stato di deformazione piartitizzando il codice commerciale
COMSOL MULTIPHISYCS™.

Lo scopo di tale modello, il quale é accoppiataumsolo senso, € di determinare in
maniera sequenziale il percorso di soluzione foretdaie ed i problemi linearizzati di

equilibrio ed agli autovalori in corrispondenzatale percorso fondamentale, al fine di

72



Applicazioni numeriche Capitolo 4

poter determinare i moduli tangenti omogeneizzatirinimo autovalore associato al
funzionale di stabilita strutturale microscopico.

Sia per quanto riguarda l'analisi di stabilita nwsmopica che microscopica, il primo
passo da realizzare a livello numerico € quelladdivare la configurazione deformata
per la cella unitaria. A tale fine bisogna risovdrproblema variazionale espresso dalla
(2.16), il quale viene inserito in COMSOL attraweta sua scrittura in forma debole. La
configurazione deformata verra ricavata lungo rcpeso di soluzione fondamentale per

by

una assegnato percorso di carico macroscom¢g). Inoltre la microstruttura €

soggetta a condizioni al contorno di tipo periodié® quali vengono realizzate in
COMSOL mediante la tecnica dell’estrusione dellgakali accoppiate. Una volta resi

disponibili (estrusi) gli spostamenti finiti o irenentali definiti sulle porzioni di
contorno negative della microstruttura indicata an"V;,, sulle porzioni positive

(opposte), indicata cor@kNV(i*) le condizioni periodiche sono imposte come vincoli

deboli sul dominio di destinazione mediante la iemei moltiplicatori diLagrange.

La condizione di periodicita quindi viene realizatediante la seguente espressione:
u(x7)=u(x )+ (F-1)(x-x0). (4.1)

dove il simbolo + indica il lato della microstruttudi normale positiva, mentre |l

simbolo — indica il lato della microstruttura dirntale negativa.

Al fine di eliminare i possibili moti rigidi da pte della microstruttura bisogna imporre
che il campo di fluttuazioni nei quattro nodi defifacrostruttura e pari a zero. Tale

condizione viene imposta attraverso la seguentazaoye:
u(x)=(F-1)(x). (4.2)

Si assume inoltre che lungo tale percorso di cdaaasposta per la microstruttura sia
unica. Al fine di discretizzare il percorso di «ariviene utilizzato un solutore

parametrico, settando il parametro di carico coerirlli regolari pari a18= 10>,

73



Capitolo 4 Applicazioni numeriche

Il secondo passo da effettuare nell’analisi nunaeéc quello di ricavare i moduli
macroscopici omogeneizzati, ed a tale fine la poc® numerica deve risolvere |l
problema incrementale di equilibrio per la cellaitama, imponendo deformazioni

macroscopiche unitarie F(=1™h,k=1,2,3) superimposte al percorso di soluzione

fondamentale. Tale problema viene risolto dall@rdiszzazione del seguente problema

variazionale:

j CR(B,X)[1™ + O, . OOWAV =0 OSWOH (V) (4.3)

Vi

Tramite tale procedura € possibile pertanto riGavar moduli macroscopici

omogeneizzati dalla relazione (2.20), oppure del@zione (2.24).

Al fine di eliminare i possibili moti rigidi da pte della microstruttura bisogna imporre
che il campo di fluttuazioni nei quattro nodi defifacrostruttura e pari a zero. Tale

condizione viene imposta attraverso la seguentazgue:u (X ) = FX .

4.1.2 Procedura numerica per valutare la stabilitamicroscopica

La procedura che consente di studiare l'instabitii@roscopica e stata realizzata in
COMSOL attraverso un problema accoppiato. La ptes@rocedura accoppia la
soluzione ricavata dal problema incrementale coproblema agli autovalori fornito
dalla (2.41). Pertanto ricavata la risposta dalblgmma incrementale di equilibrio,
attraverso tale problema agli autovalori si ricdwaalore del parametro di carico per il
quale il funzionale di stabilita possiede un aulorea nullo su tutti i possibili

assemblaggi di celle unitarie.

Essendo il dominio di definizione variabile, nehse che I'assemblaggio di celle puo
tendere anche all'infinito, € stato necessariorereaa procedura numerica, descritta di

seguito.

Per un fissato assemblaggio di celle unitarie vigeterminato il piu piccolo valore del

parametro di carig per il quale il minimo autovalore associato alZimmale di stabilita
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& nullo. Questo preciso valore del parametro dcogsrendera il nome g¢ic. Inoltre a
tale autovalore, dalla discretizzazione del prolaledn minimizzazione (2.41), verra
associato un autovettore. Successivamente aumentandmero di assemblaggio di
celle unitarie, il minimo valore g#c per tutti i possibili modi di instabilita indicatmn
[ determinera l'assemblaggio ottimale di celle umdgta Pertanto al valore del

parametro di caric@c corrisponde la perdita di stabilita microscopica.

4.1.3 Procedura numerica per valutare la stabilitanacroscopica

L’analisi di stabilita macroscopica e stata svilagga livello numerico attraverso una
procedura realizzata attraverso il linguaggio COMSETRIPT™, il quale interfaccia
con il modello generato in COMSOL MULTIPHISYES Una volta ricavato il
problema incrementale di equilibrio per la cellaama, e quindi i moduli macroscopici
omogeneizzati, € stato realizzato un codice (Append.3) in grado di ricavare
I'evoluzione del minimo autovalore associato atedizioni di stabilita macroscopiche.

La condizione di ellitticita forte macroscopica4@), rappresenta anche la condizione di
definitezza positiva del tensore acusti€, (i) =Cg, A, per ogni direzione di

propagazionen . Le componenti del tensore acustico vengono diisegportate:

6011 = COllllﬁlz + 601112 n1 + 601212ﬁ22 + COlleﬁZ ﬁ1

6012 = _01121ﬁ12 + _01122_1 _2 + 601222ﬁ22 + _01221_2 _l ( 4 4)
6022 = _02121ﬁ12 + _02122_1 _2 + _02222ﬁ22 + _02221_2 _l

6021 = _OlelﬁlZ + _02112ﬁ1 ﬁZ + _02212ﬁ22 + _02211ﬁ2 _l

dove n, =cos@), n, =sen @) Se il tensore acustico & semplicemente non sirgola
si dice che il tensore acustico é ellittico, ovvero

detQ, ()#0 (4.5)

L’instabilita macroscopica viene determinata mamitwlo il piu piccolo auto valore
associato al tensore acustico per ogni direziongrdpagazionen, attraverso il

seguente problema agli auto valori:
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i [ lnf=2

A(F (B)) = min[min/liQ(”) (,3)} con A2V | @, (M) - A2 1 )@ =0 (4.6)

La direzione di propagazione viene realizzata ellbivnumerico suddividendo I'angolo
211in cento parti. Pertanto la procedura numericeorigra la presenza di un’instabilita
macroscopica quando, per un assegnato valore da&inptro di carico, il piu piccolo

autovalore associato all'equazione (4.6) si annulla

In modo analogo, l'innesco dellinstabilita macropica con riferimento alle misure
coniugate di stabilita € determinata monitorandul piccolo autovalore ricavato dalla

seguente relazione:
A (B) =min[ 4% (B)] con A 1€y -A% 1)@ =0 (4.7)

dove (fof denota un tensore del quarto ordine al qualessicas il seguente problema

agli autovalori:

(Eofnn (Eofnzz 2(Eofmz o d)lg.l / 0
C_of 1122 C_of 2222 ZC_:of2212 - /]i *di ag{ 11, 1} ‘pz(zl} =:0+. (4-8)
2Cof1112 2C0f2212 2Cof1212 (plgl) 0

Pertanto dall'equazione (4.8), associandone uneifgigemisura di deformazione, si €
in presenza dell'instabilita macroscopica quandw,ilpiu piccolo valore del parametro
di carico, si annulla il piu piccolo autovalore.

Considerazioni analoghe possono essere ripetut@apdicazione della condizione
(2.51), dicui se ne riporta il problema agli axatiori:

Ciu Ci» Cliw Cix @’ [0
Cyn Chyp CH, Cx o @y |0
_2R211 _2;22 _2R212 _2R221 _ AiC d| ag{ 1’ 1,1’ ]} 2(21) — . (4 9)
91211 91222 91212 91221 ¢12 0
Ci G G Cn @) 0

4.1.4 Modello costitutivo e microstruttura adottata
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Sono state prese in considerazione tre tipi di @sicutture di tipo bidimensionale. In
particolare la prima microstruttura adottata faenihento ai materiali omogenei, la
seconda ai materiali porosi e la terza ai matectad presentano una inclusione la quale
puo essere piu 0 meno rigida.

La lunghezza del lato dellRVE oggetto di studistata indicata coh e viene posta
unitaria, mentre il diametro dell’elemento circ@aappresentante il vuoto o I'eventuale
inclusione ha dimensione parda0.5h. La formulazione teorica adottata fa riferimento
a materiali caratterizzati da un legame costitutn@ementalmente lineare, adottando
per ogni micro costituente due tipi di legame itosvo.

Il primo legame costitutivo compressibile (Gent,@@%a la seguente densita di energia

di deformazione:

2
w=-£ Jmln[l—M]+2an +[k_—”—£j(3—1)2 (4.10)
2 J. 2 3

m

dove pe k rappresentano rispettivamente il modulo tangeez&lvolumetrico,Jm
rappresenta una costante collegata alla deformazibsaturazione del solido posta pari

a 50. Inoltre nella presente relazione si ha ¢hedet(F ) il quale rappresenta Il

determinante del gradiente della deformazione kréo
IFI =1,=tC (4.11)

il quale rappresenta il primo invariante della defazione che puo essere scritto anche

in funzione del tensore destro@auchy. Inoltre le seguenti assunzioni:
u>0, k>[(3,+2)/3, |u,3,>0 (4.12)

garantiscono la policonvessitd dei solidi Gent kBar7), assicurando che la
condizione di ellitticita forte sia soddisfatta plemateriale microscopico.
Il secondo legame costitutivo compressibile tipaoNookean, ha la seguente densita

di energia di deformazione:
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W:%[(||F||2—3)—2In(deﬂ: )}+k_2ﬂ(det: - Y (4.13)
Le condizionix/ =10,k -u=A> 0,u> C assicurano che la condizione di ellitticita
forte sia soddisfatta.
Sono stati inoltre presi in considerazione due @wicdi carico, guidati attraverso |l
parametrqgs. | percorsi di carico analizzati sono rispettivarte di tipo monoassiale (in

trazione e in compressione) ed equibiassiale éridne e in compressione):

1+ 0 0

F(/)=| 0 1 0| monoassale, (4.14a)
0O 01
1+ 0 O

F(B)=| 0 1+F 0| eqibiassale (4.14Db)
0 0 1

L’analisi di stabilita microscopica coinvolge ursamblaggio crescente di celle unitarie,
sottolineando che nelle analisi numeriche effeguag¢l presente lavoro il massimo
assemblaggio di celle considerato & pari a 20x2@&s@ assemblaggio viene assunto
quale ragionevole approssimazione per il dominiaiciensione infinita richiesto per
I'analisi di stabilita microscopica ed inoltre fasne valori per il parametro di carico
critico per i modi di instabilita globali sufficiéemente vicini a quelli ottenuti usando la
misura di stabilita macroscopica (2.48).

In particolare, i modi di instabilita sono statiassificati come globali, quando
considerando un assemblaggio di celle unitarieumento il piu piccolo valore del
parametro di carico per il quale il minimo autovelassociato al funzionale di stabilita
si annulla. Tale parametro di carico corrispondiz pérdita di ellitticita macroscopica, a

meno di un errore numerico dato dalla seguenteizmme: Bom - Sc)/fov X100 = 0.1.

4.1.5 Microstruttura omogenea- Gent
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Il primo caso oggetto di studio € quello di unastruttura che sia rappresentativa di
un materiale omogeneo, il quale rappresenta un gagaolare in quanto le proprieta

macroscopiche e microscopiche coincidono. Comungue)jportante sottolineare che
le analisi numeriche effettuate su questo tipo drostruttura sono importanti al fine di

ricavare delle informazioni utili per le successaralisi.

Per quanto riguarda la discretizzazione agli eldnfemnti e stata utilizzata una mesh

triangolare ad elementi quadratici come rappresentaFigura 4.1. La mesh inoltre é

costituita da 998 elementi e da 4114 gradi di téoer

Figura 4.1 Mesh adottata per la microstruttura omognea.

In Figura 4.2 é rappresentata la risposta macraszomel caso di uno stato di
deformazione piano, sia per il percorso di cariconoassiale che per quello
equibiassiale. La risposta viene plottata in terrdella componente normale del primo
tensore di Piola-Kirchhoffr,,, normalizzata rispetto al modulo tangenziglémodulo

tangenziale della matrica)spetto al parametro di carigh La figura evidenzia come
in trazione e il percorso di carico equibiassiahe @resenta la risposta piu rigida,
contrariamente in compressione, trascurando pic@bri del carico, € il percorso di

carico monoassiale che presenta la risposta pidarig
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} —— Monoassiale
180.0 +

140.0 E- ——Equibiassiale
100.0 T

60.0 -

Figura 4.2 Risposta costitutiva per la microstruttura omogenea (Gent).

Nelle Figure 4.3-4.4 vengono presentate rispettevain le analisi di stabilita per il
percorsi di carico monoassiale (trazione e comee¥ ed equibiassiale (trazione e
compressione). | grafici evidenziano che la comtieidi stabilita macroscopica (2.48) e
sempre soddisfatta. Dalle analisi risulta inolted ttorema diVan Hove modificato,
valido per il tensore dei moduli nominali costafdgemente ellittico e per un dominio
rettangolare (Rhyzak,1993), che la condizione dibifita microscopica € anche

soddisfatta:

costanteC§' = [CF [ Ow(x)J-Ove(x)dv >0 Dwie(x)DOV# 0w (x) 20 = A(F)> 0 (4.15)

Nei grafici vengono anche presentate le condizibrstabilita macroscopiche associate
alle diverse misure di deformazione coniugate. ento riguarda la trazione, per
entrambi i percorsi di carico, la risposta assecat\™, A e A%risulta sempre

stabile. In compressione, per entrambi i percorscatico la risposta risulta stabile

quando & associata &”?e A®. Inoltre come ci si poteva aspettare la risposta

macroscopica di stabilita & violata in compressi@and a causa di fenomeni di

instabilita rotazionali.
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Figura 4.3a Analisi di stabilita per la microstruttura omogenea (Gent) per il percorso di

carico monoassiale in trazione.

Figura 4.3.b Analisi di stabilita per la microstruttura omogenea (Gent) per il percorso di
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Figura 4.4a Analisi di stabilitd per la microstruttura omogenea (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in trazione.
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Figura 4.4b Analisi di stabilita per la microstruttura omogenea (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in compressione.

4.1.6 Microstruttura porosa-Gent

Il secondo caso che viene investigato € quello da umicrostruttura che sia

rappresentativa di un materiale composito porosa. nticrostruttura presenta una

porosita iniziale pari a/16. Per quanto riguarda la discretizzazione dginenti finiti &
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stata utilizzata una mesh triangolare ad elemen#idrptici come rappresentato in
Figura 4.5. La mesh inoltre e costituita da 38 Hdranti e caratterizzata da 15616 gradi
di liberta.

Figura 4.5 Mesh adottata per la microstruttura porcsa.

In Figura 4.6 viene rappresentata la risposta nsaopca per la presente microstruttura
nel caso di uno stato di deformazione piano. Lposta € plottata in termini della

componente normale del primo tensore di Piola-Kiofh T,,, adimensionalizzata

rispetto modulo tangenziaje(modulo tangenziale della matricejspetto al parametro

di caricop.
7.0 T fﬁcu I u —— Monoassiale
6.0 -
——Equibiassiale
5.0 -
40 -

0-0 I [l | I [l [l
1005 1 a8 15 25 35 is
-2 U |
3.0 L

Figura 4.6 Risposta costitutiva per la microstruttua porosa (Gent).
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La risposta macroscopica € determinata dall'effatio lineare del legame costitutivo e
da quello relativo all'incremento della porositaoltre, a causa dell’ovalizzazione dei
fori la risposta per il percorso di carico equibiate risulta molto piu rigida rispetto a
guella ricavata attraverso il percorso di caricoonoassiale in trazione. Nelle Figure
4.7-4.8 vengono presentate le analisi di stabgia entrambi i percorsi di carico, le
quali evidenziano come l'innesco della’instabilithcroscopica (la quale si ha per un
valore del parametro di carico parBa= -0.0759%per il percorso di carico monoassiale
e per un valore del parametro di carico pafi.& -0.1435 per il percorso di carico
equibiassiale), sempre precede la perdita deliai@th forte macroscopica (equazione
2.48) con un modo di instabilita microscopico chepériodico ottenuto su un
assemblaggio 2x2 di celle unitarie. A tal riguandgelle Figure 4.9a-4.10a vengono
presentati i modi di instabilita microscopici innepressione per entrambi i percorsi di
carico.

Dalle figure si osserva come il modo biforcato ioplun’alternanza nell’ovalizzazione
dei vuoti. Per quanto riguarda la trazione, perambi i percorsi di carico, il primo
modo di instabilita € di natura globale come eviiato dalle Figure4.9b-4.8b, e di
conseguenza la perdita di stabilita macroscopigag&one 2.48) coincide con quella
microscopica e si ha per un valore del parametroadico pari a 5.'=1.695 per il
percorso di carico equibiassiaeer un valore del parametro di carico pafi'a=3.515

per il percorso di carico monoassiale.
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300 4504 .00
A
A®

Figura 4.7a Analisi di stabilita per la microstruttura porosa (Gent) per il percorso di

carico monoassiale in trazione

T 130

AN |

Figura 4.7b Analisi di stabilita per la microstruttura porosa (Gent) per il percorso di
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307

304

Figura 4.8a Analisi di stabilita per la microstruttura porosa (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in trazione.

M|

Figura 4.8b Analisi di stabilita per la microstruttura porosa (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in compressione.
In merito alle misure coniugate di stabilita macagsca, le analisi numeriche hanno

messo in evidenza, per quanto riguarda il percdrstarico equibiassiale in trazione,

che A® e A® sono violati prima della perdita della forte eititth macroscopica.

86



Applicazioni numeriche Capitolo 4

Per il percorso di carico monoassiale la condiziassociata a\® & violata prima della

perdita della forte ellitticita. Inoltre le condimii associate a\™ ,A?e A9per il

percorso di carico monoassiale in trazione risolts@mpre soddisfatte.

Per il percorso di carico equibiassiale in trazideecondizioni associate &A™ e N2

vengono violate dopo la perdita della forte etlithk macroscopica.

Per quanto riguarda la compressione la perdita delhdizioni associate &A™ e A2 si

ha prima della perdita della forte ellitticita mascopica per entrambi i percorsi di

carico. La perdita di stabilita relativa alla caridhe A, per il percorso di carico

equibiassiale, coincide con la perdita dell’ellitth forte macroscopica, sia in
compressione che in trazione. La condizione asm)aiaf\(o), per il percorso di carico
monoassiale in compressione, tende ad annullap ¢k perdita della forte ellitticita
macroscopica, mentre in trazione non si annulla mai

Nel range delle macrodeformazioni esaminato, laioni associate a\® e A non
sono violate in compressione, sebbene I'analisitaniet evidenza un decremento con
una tendenza ad annullarsi ad un livello di defaioge piu grande.

Di seguito viene riportata la sequenza dell'innedetle instabilitd macroscopiche, per

entrambi i percorsi di carico, associate alle mastoniugate di stabilita:

Equibiassiale gy < g5y < B\ = B = By < BLY < BLY

c oM T cM
B = Baw < B: < BN < BG

Monoassial@g* < g; = g;, < BY*

cM !

Baw < Be <BG” < By

Per la trazione, durante il percorso di carico namsale, si evidenzia pertanto che la
condizione associata/A® fornisce una stima conservativa dell’instabiliticroscopica,

mentre per il percorso di carico equibiassiale seencondizioni associate A% e A®
che forniscono una stima conservativa dell'insta&bihicroscopica.

In compressione, per entrambi i percorsi di cargamo le condizioni associate/&d” e

N?che forniscono una stima conservativa dell' inditabi microscopica in
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compressione. In Tabella 1 vengono riportati pviatritici per il parametro di carico
associato alle diverse misure di stabilita. Pepédtcorso di carico equibiassiale la
condizione associata A® fornisce una previsione esatta dell'instabilitrascopica,

a meno di errori numerici dovuti alla discretizza® del modello agli elementi finiti.
D’altra parte per il percorso di carico monoassialérazione la condizione associata a
AW fornisce una stima non conservativa sulla previsiatel livello di carico per

I'instabilita microscopica.

TRAZIONE g2 B B i i B B -

Equibiassiale | 0.345| 1.255| 1.695 1.695 1.695 1.895.9651 | 1.255

Monoassiale 0.785 4.605 - 3.515 3.525 - - 3.165
COMPRESSIONE - - - =T P -

g | & B | & B g | BT | BY
Equibiassiale - - -0.0894 -0.1435 -0.0894 -0.0708.0550 0
Monoassiale - - - -0.0760 -0.1615 -0.1395 -0.1095 0

Tabella 1. Microstruttura porosa (Gent): valori critici del parametro di carico per le

misure di stabilitd macroscopiche e microscopiche.

Come ci si poteva aspettare, la misura di stabifiicroscopica (equazione 2.55) e
violata a 0in compressione a causa degli effetti di insti&bildtazionali, e ancora prima

la condizione macroscopica (equazione 2.48) indrez In particolare, si ha:

(2)+ (R)+ 1)+ (0)+ 1y 2y (R)- —
ﬁcM < cM SﬂcM <ﬂcM < cM <ﬂcM ' FeMm =0

Da cio segue che in trazione la misura di stahititcroscopica (equazione 2.55) da una
stima conservativa del parametro di carico critio@roscopico. Questa situazione é
sempre verificata quando il modo di instabilita iéndtura globale. Inoltre, bisogna

notare che per il percorso di carico equibiasdelperdita della stabilita macroscopica
in accordo alla relazione (equazione 2.55) ricaoa una deformazione incrementale

simmetrica I(=D), coincidendo con la perdita della condizione macopica associata

a \Y.
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In definitiva, I'effetto della porosita conduce ad’influenza destabilizzante sia per
'analisi di stabilita macroscopica che microscepicrispetto alla microstruttura

omogenea. Pertanto, la condizione di ellitticitttdomacroscopica puo essere violata
per dei valori sufficientemente alti del livello deformazione, mentre si ricorda che
contrariamente per la microstruttura omogenea ilenele risulta sempre fortemente
ellittico. Per quanto riguarda le misure di stdailimacroscopiche coniugate la

situazione & molto variegata, con effetti che poeseambiare da stabilizzante a

destabilizzante in funzione della misura adottata.

Figura 4.9a Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Gent) per il percorso di

carico monoassiale in compressione.
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Figura 4.9b Modo instabilizzante per la microstrutiura porosa (Gent) per il percorso di

carico monoassiale in trazione.
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Figura 4.10aModo instabilizzante per la microstruttura porosa (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in compressione.
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Figura4.10b Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Gent) per il percorso di

carico equibiassiale in trazione.

4.1.5 Microstruttura rinforzata-Gent

Il terzo caso che viene investigato e quello di omerostruttura che sia rappresentativa
di un materiale composito che presenta un’inclusiasircolare al suo interno,
perfettamente incollata alla matrice, che pud &spar o meno rigida. In particolare, in
guesto caso si prederanno in considerazione ftréitipicrostrutture che presentano un

diverso rapportg4/ L Verranno pertanto analizzati i seguenti casi:

- Caso 1y¢/pm=0.5
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-  Caso 2ui/pmn=10
- Caso 3p¢/pm=50.

Il volume iniziale occupato dalla fibra & pariml6. Inoltre si indicheranno cdg, e
Um rispettivamente il modulo volumetrico e tangerzialella matrice e coks e (4
rispettivamente il modulo volumetrico e tangenziddda fibra.

La discretizzazione agli elementi finiti e statdetfiata con mesh triangolare ad
elementi quadratici, costituita da 7598 elemen®1@94 gradi di liberta. Nella Figura

4.11 viene rapresentata la mesh adottata nellesanameriche.

Figura 4.11 Mesh adottata per la microstruttura rinforzata.

1) Casol

Si analizza in questo primo caso una fibra moltogaiffice rispetto alla matrice, con un
rapporto tra i moduli tangenziali delle due fasriEa0.5. In particolare si adottano i

seguenti valori:

k =807016Pa  u = 80TJ1Pa
k. =403510Pa y, = 403.51TPa

by

Inoltre il rapporto tra il modulo volumetrico e digetangenziale e stato imposto
costante e risulta pari a 10. In Figura 4.12 viptadtata la risposta macroscopica in

termini della componente normale del primo tensatie Piola-Kirchhoff T,

adimensionalizzata rispetto al modulo tangenziaddlad matrice 4y, rispetto al
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parametro di caric@®. La risposta evidenzia che il percorso di cagguibiassiale in
trazione presenta la risposta piu rigida. Taleltasa implica che I'inserimento di una
fibra piu soffice non incide sulla risposta dellacrostruttura, rendendola pertanto

analoga alla risposta ricavata per la microstratporosa.

500.0 I_‘ -l —— Monoassiale
400.0 T ' ‘ ——Equibiassiale
L.A e

]

200.0
100.0

00 H———

=20 -1.0 UJZD g 20 30 40 30 60 70O

-100.0 i
]

-200.0 -

Figura 4.12 Risposta per la microstruttura rinforzata (Gent-p¢/ pn=0.5).

Nelle Figure 4.13-4.14 vengono presentate le ardilistabilita per entrambi i percorsi
di carico. Da tale analisi si pud osservare che, queanto riguarda la trazione per
entrambi i percorsi di carico, la risposta € sengiabile nel range delle deformazioni
analizzato.

In compressione, si ha I'innesco dell'instabilitécroscopica, per il percorso di carico
monoassiale, per una valore del parametro di cgraecoaf. =-0.825 Contrariamente,
per il percorso di carico equibiassiale la rispaststabile. Inoltre in Figura 4.15 viene
presentato uno dei due modi simultanei di inst@bithe si hanno per il percorso di
carico monoassiale in compressione.

In merito alla sequenza delle instabilita assoélteemisure coniugate di deformazione,
la perdita delle condizioni di stabilita associaeN™, A e A per entrambi i

percorsi di carico in compressione si hanno prinefladperdita di ellitticita forte
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macroscopica. Inoltre per entrambi i percorsi dicmain compressione le condizioni
associate @& ¢ A? non sono mai violate.

Le relazioni tra l'innesco delle instabilita maaropiche in accordo alle misure

coniugate di stabilita sono:

Equibiassiale;sg>* < g+ |

cM
B < B < Ba”

dmoassiale: g2+ < g+

cM !

Baw = Be < BN < BGY < B

le quali evidenziano che le condizioni associatd\d A® forniscono una stima
conservativa dell’instabilita microscopica in tazé per entrambi i percorsi di carico
per il percorso di carico equibiassiale, mentredadizioni associate & e A™? e
N?forniscono una stima conservativa in compressione.

E importante anche notare che per il range di dedaioni esaminato, per il percorso di
carico equibiassiale in trazione le condizioni agse a A, AN?e A? sempre
prevedono la stabilita.

Per il percorso di carico monoassiale la differepaa importante rispetto a quello
equibiassiale in compressione e che la microstaithon € stabile, con una instabilita
che e di tipo globale.

| valori del parametro di carico critico per le dige misure di stabilitd adottate, e con
riferimento alla presente microstruttura analizzatao riportati in Tabella 2.
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I
A=

5/ M,

A®

4.0

4.13aAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent-W/u»=0.5) per il percorso

di carico monoassiale in trazione.
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/ K(R)/ AED

4.13bAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent-/u,m=0.5) per il percorso

di carico monoassiale in compressione.
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4.14aAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent/pU,»=0.5) per il percorso

di carico equibiassiale in trazione.
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4.14bAnalisi di stabilitd per la microstruttura rinforza ta (Gent-u/p,=0.5) per il percorso
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Figura 4.15 Modo in stabilizzante per la microstratura rinforzata (Gent- yy/p,=0.5) per il

percorso di carico monoassiale in compressione.

Trazione Al | B | B A Bu | B | BT | B
Equibiassiale | 0.055| 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105| 0.215 - - - - - 0.215
Compressione| g@- | gb- | gO- | g B Ba" | B v
Equibiassiale - - -0.355 - - -0.10§ -0.05% 0
Monoassiale - - -0.565| -0.825 -0.825 -0.205 -0.105 O

Tabella 2. Microstruttura rinforzata (Gent- y/Hu,=0.5): valori critici del parametro di

carico per le misure di stabilita macroscopiche e maroscopiche.
2) Caso?2

Si prende ora in considerazione il caso in cuagporto tra i moduli tangenziali delle
due fasi pari a 10. In particolare si adottanogusati valori:

k, =8070016Pa x4 = 807110Pa
k, =80700116Pa x4, = 80701 1Pa’

In Figura 4.16 viene presentata la risposta maomsea in termini della componente

normale del primo tensore Biola-Kirchhoff T,,adimensionalizzata rispetto al modulo

tangenziale della matrigs, rispetto al parametro di carigd
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La risposta, per il percorso di carico equibiassial trazione, risulta molto piu rigida
rispetto al percorso di carico monoassiale. Coiatna@nte, in compressione, la risposta
e analoga per entrambi i percorsi di carico.

2000 TE
rir’ Mo

F-.i

——Monoassiale

150.0 ——Equibiassiale

100.0 T -i-

Figura 4.16 Risposta per la microstruttura rinforzata (Gent/ pn=10).

Le analisi di stabilita illustrate nelle Figure 4-4.18 evidenziano come in
compressione I'innesco dellinstabilita microscapisi ha, per il percorso di carico
equibiassiale, per un valore del parametro dcogpari a3 =-0.545.

Per quanto riguarda il percorso di carico mono#ssiaempre in compressione,
I'innesco dell’instabilita microscopica si ha per valore del parametro di carico pari a
Bc =-0.475. Inoltre nelle Figure 4.19 vengono plottato dei quattro modi simultanei di
instabilita che si hanno sia per il percorso diaaequibiassiale in compressione che
per il percorso di carico monoassiale in compressio

Relativamente alla sequenza delle eventuali ingtalbllegate alle misure coniugate di
deformazione, in compressione per entrambi i percdr carico la perdita delle
condizioniassociate a\™ e A si hanno prima della perdita della forte ellitfic
macroscopica.

La condizione associata/A” , per il percorso di carico monoassiale tende amliiarsi

ad alti valori di deformazione. Contrariamente pgrercorso di carico equibiassiale in
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compressione, come per la microstruttura porosecic® con la perdita della forte
ellitticitd macroscopica.
Le relazioni tra linnesco delle instabilita maaropiche in accordo alle misure

coniugate di stabilita sono:

Equibiassigig? < g+
B&" = Baw = Be < B < B

Monoassi@é:r < g,

- =" (=1)- (=2)-
ﬂcM _ﬁc <ﬁcM <ﬂcM '

le quali evidenziano che le condizioni associatd\d A® forniscono una stima
conservativa dell’instabilita microscopica in tr@zé mentre le condizioni associate a
A e A forniscono una stima conservativa in compressione.

E importante anche notare che per il range di dedaioni esaminato, per entrambi i
percorsi di carico in trazione, le condizioni asate a A, A?e A prevedono
sempre la stabilita mentre per il percorso di camguibiassiale in compressione le
condizioni associate a\? A® sono sempre soddisfatte. Inoltre per il range di
deformazioni analizzato, per il percorso di carlb@noassiale in compressione, la
condizione associata &” & anche soddisfatta.

Fra le misure di stabilita coniugate proposte,dadizioni associate & fornisce la
stima meno conservativa in compressione, mentreoladizione associata A"
fornisce la stima meno conservativa trazione. bnalel parametro di carico critico per
le misure di stabilita misurate sono rappresentaiabella 3.

In definitiva, si pud notare che sebbene a liveliwroscopico il materiale € sempre
fortemente ellittico la condizione di forte elldiia macroscopica pud essere violata in
compressione per alti valori della deformazionirt®®o si pud concludere che la
presenza di una inclusione piu rigida rispetto atfemtrice fornisce un effetto

stabilizzante rispetto alla microstruttura porosa.
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Trazione Al | Be | B A Bu | B | A | B
Equibiassiale | 0.055 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105 0.215 - - - - - 0.215
Compressione| g2- | po- | gO- | o B B | BT | B
Equibiassiale - - -0.545| -0.545 -0545 -0.105 -B.0% O
Monoassiale - - - -0.475| -0.473 -0.205 -0.105 0

Tabella 3. Microstruttura rinforzata (Gent- w/p,=10): valori critici del parametro di

carico per le misure di stabilita macroscopiche e maroscopiche.

8.0
. _:A;’ Uy, / /
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0.0 \ . . . . . ﬁ
Lo 0_2\0_40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40
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407 A \j_\“)

5.0 I \ \
504

4.17aAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent-u/pu,»=10) per il percorso

di carico monoassiale in trazione.
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4.17bAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent-/p,»=210) per il percorso

di carico monoassiale in compressione.
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4.18aAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta (Gent-p/iu=10) per il percorso

di carico equibiassiale in trazione.
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4.18bAnalisi di stabilita per la microstruttura rinforza ta(Gent-J/p,=10) per il percorso

di carico equibiassiale in compressione.

ololololclololololo]

Figura 4.19a Modo in stabilizzante per la microstuttura rinforzata (Gent- p/p,=10) per il
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Figura 4.19b Modo in stabilizzante per la microstuttura rinforzata (Gent- y/pun=10) per il

percorso di carico monoassiale in compressione.

3) Caso 3

Si analizza in questo terzo caso una fibra moliorfgida rispetto alla matrice, con un
rapporto tra i moduli tangenziali delle due fasriga 50. In particolare si adottano i

seguenti valori:

k =807016Pa  u = 80711fPa
k. =4035010Pa . = 403.511Pa

In Figura 4.20 viene presentata la risposta maomesa in termini della componente

normale del primo tensore Biola-Kirchhoff T.,,adimensionalizzata rispetto al modulo
tangenziale della matrige, rispetto al parametro di carigd

La risposta evidenzia un irrigidimento sia in coegsione che in trazione per entrambi i

percorsi di carico.
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Figura 4.20 Risposta per la microstruttura rinforzata (Gent/ pm=50).

L’analisi di stabilita illustrata nelle Figure 42122 evidenzia come in compressione
I'innesco dell'instabilita microscopica si ha, pepercorso di carico equibiassiale per
un valore del parametro di carico parif® =-0.475, mentre per il percorso di carico
monoassiale per una valore del parametro di cgacoa 3. =-0.415. Nelle Figure 4.23
vengono plottati uno dei quattro modi simultaneirditabilita che si hanno sia per il
percorso di carico equibiassiale in compressione gler il percorso di carico
monoassiale in compressione.

In merito alla sequenza delle eventuali instabiitdlegate alle misure coniugate di
deformazione, in compressione per entrambi i psrcdr carico la perdita delle
condizioniassociate a\™® e A sj hanno prima della perdita della forte ellitfic
macroscopica.

Come per la microstruttura porosa per il percordo cdrico equibiassiale in
compressione la perdita di stabilitd associatA®a coincide con la perdita della forte
ellitticita macroscopica. Per quanto riguarda ilrgoeso di carico monoassiale in
compressione la condizione associata\3 & violata dopo della perdita della forte
ellitticita macroscopica, contrariamente in tragoemn € mai violata.

Le relazioni tra linnesco delle instabilita maaropiche in accordo alle misure

coniugate di stabilita sono:
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Equibiassiajg®* < g0+,

M
Bl < Ba” = Baw = B < B < BL"
Monoassige < g,

(0)- - =" (=1)- (-2)-
ﬂcM < cM_ﬁc<ﬂcM < cM '

le quali evidenziano che le condizioni associatd\d A® forniscono una stima
conservativa dell’instabilita microscopica in tr@zé mentre le condizioni associate a
A e A forniscono una stima conservativa in compressione.

E importante anche notare che per il range di dedaioni esaminato, per il percorso di
carico equibiassiale in trazione le condizioni asse a A, A?e A sempre
prevedono la stabilita mentre per il percorso dicocaequibiassiale in compressione la
condizione associataA? & sempre soddisfatta.

Per il percorso di carico monoassiale le differenspetto a quello equibiassiale si
hanno in compressione in quanto la condizione #ssoa A\ & violata dopo la perdita
della forte ellitticitd macroscopica, contrariameper il percorso di carico equibiassiale
si ha coincidenza. Inoltre la condizione assocafd & violata per il percorso di carico
equibiassiale in compressione mentre per quelloaassiale risulta stabile.

Fra le misure di stabilitd coniugate proposte,dadizione associata A™ fornisce la
stima meno conservativa in compressione, mentreoladizione associata &
fornisce la stima meno conservativa trazione.

| valori del parametro di carico critico per le mnis di stabilitd misurate sono
rappresentate in Tabella 4.

In definitiva, si puo notare che sebbene a liveticroscopico il materiale sia sempre
fortemente ellittico la condizione di forte elldtia macroscopica puo essere violata in
compressione per alti valori della deformazioniertBnto si pud concludere che la
presenza di una inclusione rigida fornisce un tffestabilizzante rispetto alla

microstruttura porosa.
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Figura 4.21a Analisi di stabilita per la microstruttura rinforzata (Gent- W/ pn=50) per il

percorso di carico monoassiale in trazione.
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Figura 4.21b Analisi di stabilita per la microstruttura rinforzata (Gent- p/ p,n=50) per il

percorso di carico monoassiale in compressione.
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Figura 4.22a Analisi di stabilita per la microstruttura rinforzata (Gent- g/ u,=50) per il

percorso di carico equibiassiale in trazione.
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Figura 4.22b Analisi di stabilita per la microstruttura rinforzata (Gent- ps/ p,n=50) per il

percorso di carico equibiassiale in compressione.
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Figura 4.23a Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Gent- g/ un,=50) per il

percorso di carico equibiassiale in trazione.
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Figura 4.23b Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Gent- W/ pn=50) per il

percorso di carico monoassiale in trazione.

Tazone g [A AT (R (A0 [ AT [AT [ AV
Equibiassiale | 0.055 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105| 0.225 - - - - - 0.225
Compressionel /0 [ AT [ AT | £ | A | A | A0 | A
Equibiassiale - - -0.475| -0.47§ -0.475 -0.105 -B.0% O
Monoassiale - - -0.535| -0.415 -0415 -0.205 -0.105 O

Tabella 4 Microstruttura rinforzata (Gent- p/p,=50): valori critici del parametro di carico

per le misure di stabilita macroscopiche e microsguche.
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4.1.6 Microstruttura porosa e rinforzata —Neo Hookan

Nella presente sezione vengono riportati i risultamerici con riferimento alla densita
di energia di deformazione tipo Neo-Hookeana. Laliannumeriche fanno riferimento
alle medesime microstrutture gia analizzate peddasita di energia di deformazione
tipo Gent, pertanto in questa fase per brevita sguartare solo in forma tabellare i
valori dei parametri di carico critico connesse aliverse misure di stabilita analizzate.
Per quanto riguarda la microstruttura porosa veagwasentati in Tabella 5 i valori del
parametro di carico critico, con riferimento allealisi di stabilita macroscopica e
microscopica per entrambi i percorsi di carico.lteonelle figure 24-25 vengono
presentati i modi di instabilita microscopici petrambi i percorsi di carico. Le analisi
hanno messo in evidenza che, fatta eccezione p&rdorso di carico monoassiale in
trazione, in cui il modo di instabilita e di natugkobale, per gli altri percorsi di carico

I'instabilita microscopica precede sempre quell@mscopica.

Trazione BT AT B | B | B | BT AT B

Equibiassiale | 0.330 1.430 1.96 1.58 1.97 2.17 2.81.430

Monoassiale 0.795 - - 4.875% 4.87b - - 4.245

Compressione| g2~ | go- | go- | o B Ba” | AT | B

Equibiassiale -0.117 -0.10550.0895| -0.0759 -0.089p -0.0705 -0.0545 t

Monoassiale - - - -0.143 -0.162 -0.1385 -0.1085 D

Tabella 5 Microstruttura porosa (Neo-Hookean): valai critici del parametro di carico per

le misure di stabilita macroscopiche e microscopi@h

Le relazioni tra l'innesco delle instabilita maaropiche in accordo alle misure

coniugate di stabilita sono:

Equibiassiale;g@* < gl < g8 = g = g2, < BL™ < B
ﬁc(l\fl)_ < :Bc(l\lll)_ < c(htll))_ = BC_M < Bc_ < BCE\;l)— < :Bcf\;Z)—
Monoassiale: g+ < g < g* = g2,

Baw < B < BG" < By
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Le misure associate A% e A® forniscono una stima conservativa del carico prima
di instabilitd microscopico in trazione per il perso di carico equibiassiale, mentre la
misura associata a\® fornisce una stima conservativa per il percorsocalico
monoassiale in trazione. Per quanto riguarda laptessione le misure associaté\a

e A™@ forniscono una stima conservativa del carico primadi instabilita

microscopico.

La perdita di stabilita relativa alla condizion&®, per il percorso di carico
equibiassiale sia in trazione che in compressioamgcide con la perdita dell’ellitticita
forte macroscopica. Per il percorso di carico mes@de in trazione le condizioni
associate aA?,A? A A? non sono mai violate per il livello di deformazéon
analizzato. Per il percorso di carico monoassialeompressione le condizioni associate

a N A A® non sono mai violate per il livello di deformazeanalizzato.

Figura 4.24a Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Neo-Hookean) per il

percorso di carico equibiassiale in trazione.
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‘s

Figura 4.24b Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Neo-Hookean) per il

percorso di carico equibiassiale in compressione.

Figura 4.25a Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Neo-Hookean) per il

percorso di carico monoassiale in trazione.

R»
.

Figura 4.25b Modo instabilizzante per la microstrutura porosa (Neo-Hookean)

per il percorso di carico monoassiale in compresgie.
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Riguardo la microstruttura rinforzata sono statalenzati gli stessi casi visti con

riferimento alla densita di energia di deformazitipe Gent.
1) Caso 1l

In questo primo caso si analizza la microstrutturBbrzata con un rapporto tra i moduli
tangenziali delle due fasi pari a 0.5.

Nella Tabella 6, sono presentati i valori del pagtnm di carico critico per le diverse
misure di stabilita.

Per entrambi i percorsi di carico in trazione lxmstruttura risulta sempre stabile. Per
il percorso di carico equibiassiale in compressitemanicrostruttura risulta stabile,
mentre per il percorso di carico monoassiale eabik, con un modo di instabilita di

tipo globale ed in figura 4.26 viene rappresentat® dei due modi simultanei di

instabilita.

Trazione g AT AT | B Bu | BT | BT | B
Equibiassiale | 0.055 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105 0.215 - - - - - 0.215
Compressione| 2" B B B B g | B | BY
Equibiassiale - - -0.355| - - -0.105 -0.055 O
Monoassiale - - -0.565| -0.83 -0.835 -0.205 -0.10®

Tabella 6 Microstruttura rinforzata (Neo- Hookean-p¢/py,=0.5): valori critici del

parametro di carico per le misure di stabilitd macioscopiche e microscopiche.

Di seguito vengono riportate le relazioni trati@sco delle instabilita macroscopiche in
accordo alle misure coniugate di stabilita:
Equibiassiale;s < g+
BO" < pEV < pLar

cM cM

Monoassiale: g2+ < p&*

cM
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Baw = B < Ba™ < B < B

Le relazioni mettono in evidenza che le misure cisse aA? e AY forniscono una
stima conservativa del carico primario di instdhilimicroscopico in trazione per
entrambi i percorsi di carico.

Per quanto riguarda la compressione per entrampercorsi di carico le misure
associate a\™,A?e N9forniscono una stima conservativa del carico prinai
instabilita microscopico.

Le condizioni associate A”,A“™ A non sono mai violate in trazione per entrambi i

percorsi di carico.

ololo/oo|o]o]o]o]o
ololo/o[o[o[o[o[o]o

Figura 4.26 Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Neo-Hookean-

M/un=0.5) per il percorso di carico equibiassiale inampressione.

2) Caso?2

In questo secondo caso si analizza la microstauttimforzata con un rapporto
Me/Um=10.

Nella Tabella 7, vengono presentati i valori daigpaetro di carico critico per le diverse
misure di stabilitd. Per entrambi i percorsi diicarin trazione la microstruttura risulta
sempre stabile. Contrariamente in compressionei¢aostruttura risulta instabile con
un modo di instabilita che e di natura globale,iregarticolare i modi di instabilita

microscopici in compressione sono rappresentate riglure 4.27 (4 modi simultanei
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per il percorso di carico equibiassiale e due nsmdhultanei per il percorso di carico

monoassiale).

Trazione JE A A v I 4 B g | B A
Equibiassiale | 0.055 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105 0.215 - - - - - 0.215
Compressionel A7 | Ay AT |A | A |AY [T | AV
Equibiassiale - - -0.545| -0545 -0.545 -0.105 -B.050
Monoassiale - - -0.705| -0.485 -0.485 -0.205 -0.10®

Tabella 7 Microstruttura rinforzata (Neo-Hookean-pi/p,»=10): valori critici del parametro

di carico per le misure di stabilitd macroscopiche microscopiche.

Di seguito vengono riportate le relazioni trati@sco delle instabilita macroscopiche in

accordo alle misure coniugate di stabilita:

Equibiassiale;s»* < po*

M
ﬁé'a)_ :ﬂc_M :ﬁc_ <ﬁc('\;1)‘ < C(’\;IZ)_
Monoassiale: g2+ < g+

(0)- - =" (-1~ (=2)-
ﬁcM < cM _ﬁc <ﬁcM <BCM

Le relazioni mettono in evidenza che le misure eisse aA? e A® forniscono una
stima conservativa del carico primario di instdhilimicroscopico in trazione per
entrambi i percorsi di carico.

Per quanto riguarda la compressione per entrampercorsi di carico le misure

associate a\™», A" forniscono una stima conservativa del carico primdr instabilita

microscopico.
Le condizioni associate &%,A™,A“® non sono mai violate in trazione per entrambi i
percorsi di carico, mentre in compressione le czindi associate @\”,A” non sono

mai violate. la condizione associata¥’, per il percorso di carico equibiassiale in
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compressione, coincide con la perdita di elliticforte macroscopica, mentre per |l
percorso di carico monoassiale si annulla dopo ¢adifa dell’ellitticita forte

macroscopica.

Figura 4.27a Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Neo-Hookean-

M/un=10) per il percorso di carico equibiassiale in copressione.

Figura 4.27b Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Neo-Hookean-

H/HUn=10) per il percorso di carico monoassiale in comessione.

3) Caso 3

In questo terzo caso si analizza la microstruttimorzata, con una fibra molto piu

rigida rispetto alla matricquf/u=50).
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Nella Tabella 8, vengono presentati i valori delgpaetro di carico critico per le diverse
misure di stabilita. In particolare per entrambpercorsi di carico in trazione la
microstruttura risulta sempre stabile. Contrariategrer entrambi i percorsi di carico in
compressione la microstruttura risulta instabilé em modo di instabilita che & sdi
natura globale. I modi di instabilita microscopini compressione sono rappresentati
nelle figure 4.28 (4 modi simultanei per il peraoidi carico equibiassiale e due modi

simultanei per il percorso di carico monoassiale).

Trazione By B | A B | Be B AT B
Equibiassiale | 0.055 0.105 - - - - - 0.105
Monoassiale 0.105| 0.215 - - - - - 0.215
Compressionel A | 4% | Ay | £ | A | BT | A0 | AV
Equibiassiale - -0.605 -0.485 -0.485 -0.485 -0.1050.055 0
Monoassiale - - -0.705| -0.485 -0.485 -0.205 -0.105 O

Tabella 8 Microstruttura rinforzata (Neo-Hookean-p:/pi,»,=50): valori critici del parametro

di carico per le misure di stabilitd macroscopiche microscopiche.

Di seguito vengono riportate le relazioni trafi@sco delle instabilita macroscopiche in

accordo alle misure coniugate di stabilita:

Equibiassiale;z2* < g+

cM
1)- 0- — p- — - -1 -2
C(M) < c(M) _ﬁcM _ﬁc <EC(M ) <ﬂc(lvl r

Monoassiale: g2+ < gl

cM

0)- - - -1)- —2)
c(M) < cM _ﬂc <ﬂc(M) <EC(M)

Le relazioni mettono in evidenza che le misure eisse aA? e A® forniscono una
stima conservativa del carico primario di instdlilimicroscopico in trazione per
entrambi i percorsi di carico.

Per quanto riguarda la compressione per entrampercorsi di carico le misure

associate a\™», A" forniscono una stima conservativa del carico primdr instabilita
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microscopico. Le condizioni associate\d,A™,A“® non sono mai violate in trazione
per entrambi i percorsi di carico, mentre in comspiene le condizioni associate a
A, A? non sono mai violate. la condizione associafd®s per il percorso di carico
equibiassiale in compressione, coincide con laifzed ellitticita forte macroscopica,
mentre per il percorso di carico monoassiale siubardopo la perdita dell’ellitticita

forte macroscopica.

Figura 4.28a Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Neo-Hookean-

K/1Un=50) per il percorso di carico equibiassiale in copressione.

Figura 4.28b Modo instabilizzante per la microstrutura rinforzata (Neo-Hookean-

Mt/ Um=50) per il percorso di carico monoassiale in compssione.
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4.2 Confronto tra analisi diretta e analisi omogeneizata

Al fine di validare il modello micro-meccanico pragio nel terzo capitolo, le proprieta
macroscopiche ottenute per una configurazione dgyae fissata sono state applicate
per lo studio di una struttura composita 2D, cogttda un arrangiamento regolare di
celle unitarie, soggetta a condizioni al contorhe producono gradienti non uniformi
di tensioni e di deformazioni.
Sono stati considerati due tipi di problemi: il rpd caratterizzato dall’assenza di
contatto tra le superfici delle microfratture dedlagole celle e il secondo caratterizzato
dalla presenza di contatto.
In particolare il confronto é stato effettuato @mrhini di energia di rilascio tra I'analisi
diretta, intendendo quella costituita esplicitaneedalla microstruttura composita, la
guale é costituita da un arrangiamento regolax8icelle unitarie, e quella costituita
dall’analisi microscopica del singolo RVE, nel qeaki impongono le macro-
deformazioni ottenute dall’analisi macroscopicameakro elemento omogeneizzato.
Per ricavare i valori dell’energia di rilascio adno tip delle microfratture nell’analisi
omogeneizzata € stata proposta una procedura canigudle. Tale procedura risulta
molto semplice in assenza di contatto tra le supetélle microfratture, contrariamente
in presenza di contatto la procedura risulta matmplessa, in quanto bisogna
prendere in considerazione la dipendenza dallzidime della macro-deformazione, la
guale puo variare da cella a cella.
La procedura iterativa realizzata segue i segustaps:
1) Valutazione dei moduli macroscopici omogeneizzati utilizzarnldgingolo RVE
soggetto alle tre condizioni al contorno (equazidrid);
2) Analisi della struttura composita omogenea utilizzandoduali omogeneizzati
ricavati nello step precedente;
3) Calcolo delle macro-deformazioni (equazione 3.4) utilita@ gli spostamenti
ottenuti dallo step precedente ed eseguendo liiaregne con riferimento al
contorno esterno di tutta la struttura compositaguesto modo si stima la
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4)

5)

6)

7)

8)

direzione di macro-deformazione mediata sulla caltdtaria la quale viene
utilizzata per calcolare i moduli omogeneizzati;

Determinazione della configurazione di contatto in una cella ané utilizzando
le macro-deformazioni determinate dallo step prenesl in particolare la
macro-deformazione valutata nello step precedendelaitata per guidare la
cella unitaria in accordo alle tre condizioni alntmrno (equazione 3.10) e
prendendo in considerazione il contatto tra le dupelelle microfratture;
Valutazione dei moduli omogeneizzati aggiornati consideranda |
configurazione di contatto determinata nello stegcedente; in particolare i
moduli omogeneizzati aggiornati sono valutati coiferimento alla
configurazione iniziale imponendo le condizionivilicolo per gli spostamenti

relativi nella direzione normale all'interfaccigy =0, lungo la precedente

configurazione di contatto;

Ripetizione degli step da 2 a 5 fino a convergenza; la corererg viene
misurata in termini di differenza tra la configui@ze di contatto ottenuta nella
configurazione attuale e quella dello step precedenIn particolare la
convergenza € misurata in termini di errore pergastrelativo (AAi1)/Ai; tra
I'area di contatto dello step attuale e I'areaahtatto dello step precedente. La
tolleranza per tale errore & stata fissata padiza 1

Analis finale della struttura composita omogeneizzata, adottandwooduli
omogeneizzati ottenuti nello step precedente;

Calcolo dell’energia di rilascio in entrambi i tip delleicrofratture per ogni
cella unitaria, e per le tre condizioni al contgrnutilizzando la tecnica di
omogeneizzazione proposta e imponendo la macravdafone ottenuta nello
step precedente;

Quando non si € in presenza di contatto tra lerfiapdelle microfratture gli step che

vanno da 3 a 7 devono essere omessi. La precegi@tedura deve essere ripetuta per

ogni condizione al contorno. Nell’analisi direttanergia di rilascio ad ogni tip delle

microfratture, viene valutata come post-procesgilgd’analisi agli elementi finiti

utilizzando la tecnica dell’integrale
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Per poter ricavare le proprieta omogeneizzate ditaostruttura porosa, attraverso |l
modello micro-meccanico proposto, ed inoltre petepceffettuare il confronto con
I'analisi diretta attraverso la procedura preceder@nte descritta, € stato utilizzato un
modello agli elementi finiti tramite un approcciglisspostamenti.

Tale modello & stato sviluppato mediante il codicemmerciale COMSOL
MULTIPHISYCS™ [Comsol, 2005].

Nel caso in cui si voglia imporre sul contorno detticrostruttura la condizione 1) della
(3.10), bisogna imporre che la fluttuazione sialanulei quattro lati del’RVE. Tale

condizione equivale ad imporre il seguente camEpdstamenti:
u(x) = é&ex (4.16)

In particolare tale condizione equivale ad impaitne lo spostamento sia lineare.

Nel caso in cui si vogliono imporre sul contorndl'®YE le condizioni 2) o 3) della
(3.10), bisogna imporre delle particolari equazidnivincolo, al fine di eliminare i
possibili moti rigidi per 'RVE. In particolare, heaso della condizione 2), & stato
imposto che il campo di fluttuaziong(x) risulti nullo nei quattro spigoli della cella
unitaria. Tale condizione, imposta puntualmenteglica che negli spigoli del'RVE lo

spostamento risulti lineare:
u(x) = &x (4.17)

Per realizzare la condizione di fluttuazioni perabe sul contorno, occorre rendere
disponibile, mediante una procedura di estrusidrmampo di spostamenti di un lato del
contorno dellRVE su quello ad esso opposto. Talecgdura di estrusione degli
spostamenti consta sostanzialmente di due faslaNeima viene definito il lato del
contorno sorgente e la variabile che vuole estsidenentre nella seconda occorre
definire il contorno sul quale tale variabile dowssere resa disponibile, e cioe la sua
destinazione. Tale procedura, quindi, proietta lonadi una qualsiasi variabile (nel
nostro caso i campi di spostamento) da un latanidefcome sorgente, su di un altro
definito come destinazione. Essendo le carattehisti dei domini sorgente e

destinazione dello stesso tipo, tale estrusiondtaiessere di tipo puntuale, nel senso
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che la proiezione di una variabile di spostamergauid lato su quello ad esso opposto
viene fatta punto per punto. In tale ottica, passiabsservare come tale trasformazione
sia di tipo lineare.

Da un punto di vista formale tale procedura vieselieata attraverso la seguente

relazione:
u(x")=u (x)+e(x" —x") (4.18)

dove conU (X") & stata indicata la variabile di spostamento satdax” adx’, mentre

con ¢ si intende, al solito, la macrodeformazione agéc La condizione di trazioni
uniformi sul contorno puo essere, invece, implemntefinendo in alcuni vertici
prestabiliti delle variabili integrali, le quali gatiscono il soddisfacimento
dell’equazione (3.9). In particolare, in tali vertfittizi, assegnati in maniera del tutto
arbitraria, viene imposta l'uguaglianza tra la noa@formazione imposta e la
deformazione media, valutata all'interno del’RVEdmante la seconda delle (3.4). Tale
artificio consente di guidare anche tale problemagui la condizione al contorno e
sulle trazioni, mediante una macrodeformazionegrsstia. A questo punto, la suddetta
condizione di tensioni uniformi ed omogenee sultooro viene garantita, imponendo

che le trazioni sul contorno stesso siano pari a:
t=on (4.19)

dove le ¢ rappresentano, a loro volta, le tensioni medieitedd mediante la prima
delle (3.4). Occorre osservare come la (4.19) vengmsta come condizione di tipo
debole direttamente sul contorno del’lRVE. In taleuazione lo spostamento rigido

della cella unitaria & stato impedito vincolande dertici del’RVE stesso.

4.2.1 Caso 1l:Assenza di contatto tra le superfici delle irofratture

Nella prima applicazione, come evidenziato dallguFa 4.29, la struttura composita 2D
e soggetta allo spostamerfigpari a $/1000, doveh denota la dimensione della cella

unitaria. Al contrario lungo il lato basso la staw composita 2D € vincolata attraverso
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un vincolo di tipo incastro. La lunghezza relatolla microfrattura, uguale per ogni
cella unitaria, & posta parilf=0.125. La struttura composita nell’analisi diretta etata
discretizzata con elementi triangolari quadratinijttendo opportunamente la mesh
lungo il contorno utilizzato per valutare linte¢gal. La Figura 4.30 mostra la mesh
adottata per I'analisi diretta, che risulta carimata da 62952 elementi triangolari e
259857 gradi di liberta.

QIQOIQO
QOO0 OF
QOO
QO[O0 |OF
slislieliele] 5

X S
_

Figura 4.29 Schema geometrico per la struttura congsita 2D costituita localmente dalla
cella unitaria (assenza di contatto).

Figura 4.30 Deformata della mesh adottata per la aittura composita 2D (analisi diretta,
assenza di contatto).
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La figura 4.30 inoltre evidenzia come per quegto ti condizione al contorno le facce
delle microfratture non vanno mai in contatto. ligfa 4.31 viene diagrammata
I'energia di rilascio adimensionalizzata ottenuti#iaaerso I'analisi diretta per ogni tip
dei microfratture. Le cinque curve riportate ragem@ano le energie di rilascio
adimensionalizzate per le celle centrate lungmieely=0.5h; 1.5h; 2.5h; 3.5h; 4.5h. Al

fine di adimensionalizzare I'energia di rilascistata utilizzata la seguente espressione:

— EANI(1-u.’
dove H rappresenta l'altezza complessiva della strutttoenposita pari a&h, En
rappresenta il modulo di Young per la matrice defiecrostruttura porosa e, |l

coefficiente diPoisson. In particolare sono adottati i seguenti valori:

E., =30GPa
v, =0.17

Nelle Figure 4.32 viene plottato il confronto, petre differenti condizioni al contorno,
tra I'energia di rilascio adimensionalizzata vatataattraverso I'analisi diretta e
attraverso I'analisi omogeneizzata. In questo gesoeffetto della simmetria solo meta
dei valori sono stati rappresentati.

La figura inoltre evidenzia la percentuale di eeroelativa €% per ogni tip delle

microfratture.  Tale  percentuale di errore € stataalutata come

(G, —G,.n) ! Gy, 1x100, doveGgir € Ghom SONO rispettivamente i valori dell'energia di

rilascio nell’analisi diretta e nell’analisi omog®nzata. La stessa figura evidenzia che
la variazione dell'energia di rilascio in funziongei tip delle microfratture é
generalmente lieve fatta eccezione per la condezartontorno di trazioni uniformi.

E importante sottolineare che I'analisi degli eirreffettuata per le tre condizioni al
contorno evidenzia come l'errore percentuale e ggmente piccolo per la condizione
al contorno di tipo periodico. Questi risultati som accordo con quanto stabilito in
Hollister S. J. et al. (1992), dove l'accuratezedl’@pproccio di omogeneizzazione é

stato investigato in termini della variazione lacdklla densita di energia di rilascio.
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Le piu grandi percentuali di errori in valore asgol(g%|) sono del 20.6%, 14.8% e
41.4% per le condizioni al contorno di spostamdngari, fluttuazioni periodiche e
trazioni uniformi, rispettivamente.

Per effetto dei fenomeni di bordo, le piu grandiceatuali di errori sono state rilevate
in prossimita dell’incastro, lungo le celle cengraty=0.5h, con I'unica eccezione per le
celle situate a=0.875h e x=4.125h. In particolare per la condizione al contorno di
trazioni uniformi, il piu grande errore percentualetato ottenuto per le celle unitarie
situate ax=2.125h, x=2.875h, con un errore pari al 41.4%. Al contrario per mjoa
riguarda la condizione al contorno di spostamemgdri e condizioni al contorno di tipo
periodico gli errori percentuali piu elevati sontuati ax=0.125h, x=4.875h, con delle
percentuali di errori pari al 20.6% e 14.8% rispathente.

La piu piccola percentuale di errore € pari al %18er le microfratture situate lungo
x=0.875h e y=0.5h, 0.02 % per la cella unitaria locatx=1.875h and2.5h, 0.17% per
la cella unitaria locata ax=1.125h and y=4.5h, per le condizioni al contorno di
spostamenti lineari, di tipo periodico e di trazioaniformi, rispettivamente.
Ovviamente, lontano dai bordi ad una distanza gamieta della cella unitaria gli errori
assoluti diventano molto piccoli, come viene evidato dalle Figure 4.32, diventando
piu bassi di 7.54%, 3.32% e 16.9% rispettivamerge lp condizioni al contorno di
spostamenti lineari, condizioni al contorno di tiperiodico e trazioni uniformi.
Vengono di seguito riportati i moduli macroscomonogeneizzati ottenuti attraverso il
primo step della procedura computazionale, relalie tre condizioni al contorno (i
valori dei moduli sono espressi in MPa):

Cuu(1)=20.008, C,,,(1)= 14.392, C,, (1) = 3556XC,,(I)= 7.3
Cuui(1)=19.801, C,,(1)= 14.080, C,p,, (1) = 3.36630,,,(1)
Cuu(1)=16.211, C,, (1) = 9.1632,C, (1) =  7.4036C,,,, (1)

5.6

4.6
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1 GIG

Analisi Diretta

0 1 2 3 4 3 6

Figura 4.31Energia di rilascio adimensionalizzata nell'analisidiretta (assenza di

contatto).
oG 7 e%
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Figura 4.32aConfronto dell’ energia di rilascio adimensionalizata tra I'analisi diretta e
I'analisi omogeneizzata per la condizione al contoo di spostamenti lineari
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Figura 4.32b Confronto dell’ energia di rilascio admensionalizzata tra I'analisi diretta e
I'analisi omogeneizzata per la condizione al contoo di fluttuazioni periodiche.
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Figura 4.32c Confronto dell’ energia di rilascio admensionalizzata tra I'analisi diretta e
I'analisi omogeneizzata per la condizione al contoo di trazioni uniformi.
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4.2.2 Caso 2: Presenza di contatto tra le superfici dellmicrofratture

La seconda applicazione, come evidenziato dallarkig.33, mostra una struttura 2D
composita soggetta ad uno spostamento assegndiceiione x ed é pari ahBL000
applicato nel lato destro. Al contrario nel latnisiro la condizione di vincolo imposta &
quella di un incastro. Sul lato superiore e su lqueleriore la trazioni sono nulle. Per
questo tipo di condizioni al contorno vi e la prese di contatto tra le superfici delle
microfratture. Anche in questo caso le analisi satate effettuate per le stesse
condizioni al contorno del caso precedente. Lattstran composita e stata discretizzata
con una mesh di elementi quadratici triangolafittendo anche in questo caso in modo
opportuno la mesh lungo il percorso per valutardgdgraleJ. La mesh adottata per le
analisi, costituita da 174696 elementi e caratteta 721986 gradi di liberta, e plottata
in Figura 4.34. Inoltre la Figura 4.34 evidenziameo lungo le superfici delle
microfratture la mesh é stata opportunamente iiafitton il fine di catturare in modo

esatto i valori dello stato tensionale in preseatedacontatto.

A

ololodlo]
REEE
SIREIEIE
SIRIEIEIE
@©?©©

—

N

X

Figura 4.33 Schema geometrico per la struttura congsita 2D costituita localmente dalla
cella unitaria (presenza del contatto).
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presenza del contatto).

Figura 4.34 Deformata della mesh adttata per la struttura composita 2D (analisi diretta,

Figura 4.35Particolare della deformata nell’analisi diretta pe la cellalocata a x

1.5h e x

y

0.5h,

X

Figura 4.36 Microfrattura di sinistra e di destra corrispondente alla cella psizionata a
per gli effetti di bordo

L'analisi diretta nonineare mostra che la configurazione di contattdavda cella ¢

cella. In particolee,
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aperti in prossimita dellincastrax£0.125h, y=1.5h, 2.5h, 3.5h) come rappresentato
dalla Figura 4.35. Al contrario per le celle sim&intano dall'incastro vi € la presenza
di contatto tra le facce della microfratture, corappresentato in Figura 4.36. Si puo
osservare in particolare come il contatto sia lazato in prossimita del poro, al
contrario lontano dal poro il crack risulta apetta.procedura computazionale proposta
al fine di ottenere i moduli omogeneizzati convedy®po tre cicli per tutte e tre le

condizioni al contorno. Le componenti delle direzidelle macro-deformazioni medie
a convergenza sono pari &,=9.84 10',£,,=-1.779 10" £,=9.837 10!, £,=-1.794
10%; £,=9.259 10}, £,,=-3.777 10"

I moduli omogeneizzati ottenuti a convergenza, lpdare condizioni al contorno sono

pari a (i valori sono espressi in MPa) :

Cuu(1)=20.075, C,p(1)= 19.859,C (1) = 4.1363C,,(I)= 7.3
Cun (1)=19.875, C,,, (1) = 19.004,C,,,(I)= 3.9466C,,(I)= 5.6
Cun(1)=16.282, C,, (1) = 16.247,C,,, (1) = 7.4104C,,(1)= 4.6

Il paragone con i moduli ottenuti in assenza ditatin mette in evidenza che la

presenza del contatto tra le facce del crack pm@durcirrigidimento specialmente per
quanto riguarda i moduﬁ_;J22 and 62222.

La Figura 4.37 mostra i valori dell’energia di st adimensionalizzata stimata
attraverso l'analisi diretta per le tre condizia@licontorno. Le tre curve riportate in
figura rappresentano i valori dell’energia di rdesper i tip delle microfratture locati a
y=0.5h, 1.5h and 2.5h. La presente condizione al contorno per la strattomposita
(analisi diretta) produce valori simmetrici peiip tlelle microfratture locate = 3.5h,
4.5h, pertanto non sono stati rappresentati. Inol&reFigura 4.37 evidenzia come
dovuto alla rapida variazione della configuraziahiecontatto lontano dall'incastro, i
valori dell’energia di rilascio decadono rapidangerita Tabelle 9 evidenzia come gli
errori piu piccoli in termini medi per quanto rigda I'energia di rilascio sono stati
ottenuti per le condizioni al contorno di fluttueazi periodiche e trazioni antiperiodiche
e sono pari al 39,76%. Le tabelle inoltre mettonevidenza che gli errori percentuali
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assoluti piu grandi sono pari al 99.35%, 76.78% 7e/B% rispettivamente per le
condizioni al contorno di spostamenti lineari, fliazioni periodiche e trazioni
antiperiodiche e trazioni uniformi. L’'unica eccezesi ha per i tips delle microfratture
situati a y=0.5h, x=0.875h andy=4.5h, x=0.875h dove si osserva una percentuale di
errore superiore al 100%. In particolare gli erre sono presenti in queste celle sono
pari a 218.62%, 874.42% e 2640.76% rispettivampatele condizioni al contorno di
spostamenti lineari, fluttuazioni periodiche e toaz antiperiodiche e trazioni uniformi.
Questo é una dimostrazione del fatto che queste dekentono molto degli effetti di
bordo. Per gli effetti di bordo gli errori medi pgirandi lungo le linee parallele all’asse
y Si anno in prossimita del lato a trazione nuifaindi per y=0.5h, y=4.5h. Gli errori
assoluti piu piccoli si hanno per le celle unitagitiate ax=0.875h, y=2.5h, x=3.125h,
y=1.5h, x=3.125h, y=1.5h, x=0.125h con delle percentuali di errori assoluti pari al
10.75%, 4.62% and 4.45%, rispettivamente per lelieooni al contorno di spostamenti

lineari, fluttuazioni periodiche e trazioni uniformispettivamente.

007] GG

Analisi diretta

—=—v=(.5
+Y=2'5

Figura 4.37 Energia di rilascio adimensionalizzatger I'analisi diretta (presenza del
contatto).
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e% Spostamenti line
x= | 0125 0875 1.125 1.875 2125 2.875 3.125 3.875 4.125754.8ediale%)|
y=0.5| 78.80 -218.62 99.02 96.15 99.02 98.85 98.54 98.68 49998.85 108.58
y=1.5| 61.67 17.95 94.49 79.04 98.66 96.58 95.86 94.22 97.3889 83.17
y=2.5| 55.00 10.75 92.96 76.86 99.02 97.01 97.74 9528 98.0¥.659 81.73
y=3.5| 61.67 17.95 94.49 79.04 98.66 96.58 95.86 94.22 97.3889 83.17
y=4.5| 78.80 -218.62 99.02 96.15 99.02 98.85 98.54 98.68 49998.85 108.58
93.05
e% Fluttuazioni periodic
x= | 0125 0.875 1125 1.875 2.125 2.875 3.125 3.875 4.125754.8nediale%|
y=0.5| 35.09 -874.42 84.59 46.03 71.24 76.97 62.68 76.41 0701B.23 147.07
y=1.5| 29.15 -51.65 54.01 -71.04 24.25 -11.47 4.62 530 141259 27.82
y=2.5| 13.57 -71.36 53.43 -50.58 30.51 -27.94 6.52 -10.32524.-5.03  30.38
y=3.5| 29.15 -51.65 54.01 -71.04 24.25 -11.47 4.62 530 141259 27.82
y=4.5| 35.09 -874.42 84.59 46.03 71.24 76.97 62.68 76.41 07018.23 147.07
76.03
€%  Trazioni uniforn
x= | 0125 0.875 1125 1.875 2125 2875 3.125 3.875 4.125754.8ediale%|
y=0.5| -83.15 -2640.76 86.50 54.41 74.46 80.33 67.88 80.44218184.15 333.33
y=1.5| -4.45 -122.02 45.79 -96.53 46.71 25.75 9.25 12.77 (44.56.49  45.43
y=2.5| 36.07 -25.07 66.51 -3.72 56.03 24.15 43.86 37.17 604325 39.34
y=3.5| -4.45 -122.02 45.79 -96.53 46.71 25.75 9.25 12.77 (4456.49 45.43
y=4.5| -83.15 -2640.76 86.50 54.41 74.46 80.33 67.88 80.44218184.15 333.33
159.37

Tabella 9 Percentuali di errori relativi alle energe di rilascio tra I'analisi diretta (incastro)

e l'analisi omogeneizzata per le tre condizioni alontorno.

Al fine di isolare il contributo dovuto alle noméarita per la presenza del contatto tra

le facce delle microfratture per I'effetto di gradti macroscopici, & stata analizzata una

seconda condizione al contorno. Tale condizion@ata sealizzata sostituendo il vincolo

incastro con un vincolo rullo ed impedendo inolaleprovino di subire spostamenti

verticali vincolandone un nodo sul lato sinistrog(ifa 4.38). Tale condizione al

contorno assicura una deformazione uniforme.

Dalla Figura 4.38 si pu0 osservare come l'andamedéd’energia di rilascio

opportunamente adimensionalizzate lugggsibiscono una variazione lieve rispetto alla

condizione al contorno in cui era presente l'ingast
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Analisi diretta

Figura 4.38 Analisi diretta in assenza di gradientmacroscopici: distribuzione delle
energie di rilascio adimensionalizzate (presenza deontatto).
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Tabella 10 Percentuali di errori relative alle enegie di rilascio tra I'analisi diretta (rullo) e
I'analisi omogeneizzata per le tre condizioni al agtorno.

Come evidenziato dalla Tabella 10, i piu grandi errori percentualaiore assoluto
|e%| sono pari a 99.35%, 76.77% and 87.71% per la condiz contorno di
spostamenti lineari, fluttuazioni periodiche e trazioni uniforrspetitivamente. A causa
degli effetti di bordo gli errori massimi piu grandi si hanomdo le linee parallele
allasse y in corrispondenza dei borg=(Q.5h, y=4.5h). Lontano dal bordo, per una
distanza pari a meta della dimensione della cella unitariasrghi eiventano piu piccoli
attestandosi sui seguenti valori 31.53% and 63.76%, rig@ettinte per le condizioni
al contorno 2) e 3). Per quanto riguarda la condizione al contathogli errori
rimangono grandi con la stessa percentuale di errore del caso precedeatdl (ci
98.05%).

Tali risultati hanno evidenziato che sebbene gli effetti di bepdwiscono considerando
questa condizione di vincolo permettendo alle deformazioni macrabeogi assumere
valori uniformi nel provino omogeneizzato, I'influenza del contatbconfronto con la
struttura composita (anali diretta) in termini di energia di rilasoranie elevata.
Pertanto, in presenza di gradienti di deformazione e di tensione soapid, le non-
linearita per effetto del contatto incrementano notevolmente le percedit@aiori tra
I'analisi diretta e I'analisi omogeneizzata. La presenza del contatta golto un ruolo

fondamentale nel confronto tra le due analisi.
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Appendice 4.1 Energia iperelastica Gent

Nella presente appendice viene illustrato come ricavare per via analicadl tensore
di Piola-Kirchhoff e il tensore dei moduli nominali attraverso la densita di eneligia
deformazione tipo Gent. Il primo tensore Hiola-Kirchoff € dato dalla seguente

relazione:
R T (A1)
Prima di ricavar@ r € opportuno riportare alcune derivate:
2 2
3N Jn+3-|F| 5 In+3-|F|
In _ 3, In __ oF »2)
oF 3n+3-[F [ oF 3o +3-[F[f
dIn(detF
(detF) _ 1 odetr _ 1 detFE T =T (43)
oF detF OF det~
(3 -12)°
—(aF ) 20 —1)3—;: 200 —1)6‘;%':: 20- )deEF " = 2{- DF T (A4)

Il primo tensore diPiola-Kirchhoff per la densita di energia di deformazione Gent e

dato da:

EN

_"H 2F -7 {k_ /Jj -7
Te=—|-J,———+2F " |+ -— |2 - 1JF A
2[R } 23 -
Il tensore dei moduli nominali € dato da:

oT,

— _ Rj

CRijhk - ﬁ

Si introducono alcune derivate utili a ricavareeitsore dei moduli nominali:
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oF 7 I
- _F T F T
oF (A6)
0J T
—=JF
oF (A7)
Ponenda\=k—, si ottiene in definitiva:
1 1 e
CRijhk = Zlu—_ FuF +th5jk +/UFikTthT

_ 2 J hk ' ij _ i
Ll_lsj m -3
J, I
+[)| —%)JZF”‘T F' +(/1 —%](J NIRRT —()I -

T

m

(A8)
] Q-DIFF;T

m m

Ed in forma indiciale I'espressione (A8) diventa:

Appendice 4.2 Energia iperelastica Neo-Hookean

Nella presente appendice partendo dalla densigneligia di deformazione tipo Neo-
Hookean definita dalla (4.13), vengono esplicildgprimo tensore dPiola-Kirchhoff e
il tensore dei moduli nominali, i quali sono dadild seguenti relazioni:

T, = uF — uF THk-p)I-DIFT (A8)
— aTR'J’ = o0, TET 4 (k- 2-TpE-T
Chink = o.M e T HECF +(k—p)J Fi Fu +
hk (A8)

(k=) -DIFTFT - (k=)@ -DIFTFT

Per ottenere le presenti relazioni si sono utitizze derivate ricavate in Appendice 4.1.
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Appendice 4.3 COMSOL-SCRIPT analisi di stabilita ma&roscopica

Il seguente listato illustra una parte del codeaizzato in COMSOL SCRIPT al fine di
ricavare I'analisi di stabilita macroscopica asatmialle diverse misure coniugate di
deformazione adottate. Tale procedura viene it@séni cascata una volta risolto il

problema di equilibrio ed il problema incrementdiequilibrio sulla cella unitaria.

for i=1:(length(vettpar));

Cr =[Cr1111(i) Cr1122(i) Cr1112(i) Cr1121(i);
Cr2211(i) Cr2222(i) Cr2212(i) Cr22241(i
Cr1211(i) Cr1222(i) Cr1212(i) Cr1221(i
Cr2111(i) Cr2122(i) Cr2112(i) Cr212]i

detCr(i)=det(Cr);

lambCr=eig(Cr);

AutoOrd=sort(lambCr);

lambCrl1(i)=AutoOrd(1);

lambCr2(i)=AutoOrd(2);
lambCr3(i)=AutoOrd(3);
lambCr4(i)=AutoOrd(4);
lambminCr(i)=min(lambCr);
end
determF=Fs11.*Fs22-Fs12.*Fs21,;

for i=1:(length(vettpar));
COr1111(i)=(Cr1111(i)*Fs11(i)*Fs11(i)+Cr1112(i)*F&li)*Fs12(i)+Cr1211(i)*Fs12(i)*Fs11(i)+Cr1212
()*Fs12(iy*Fs12(i))/determF(i);
CO0r2211(i)=(Cr2111(i)*Fs21(i)*Fs11(i)+Crl112(i)*Fal)*Fs21(i)+Fs11(i)*Fs22(i)*Cr2211(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr2212(i))/determF(i);

COr1211(i)=(Cr1111(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs12(i)*FsAPCr1112(i)+Fs11(i)*Fs22(i)*Cr1211(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr1212(i))/determF(i);
COr2111(i)=(Cr2111(i)*Fs11(i)*Fs11(i)+Fs11(i)*FsipCr2112(i)+Fs11(i)*Fs12(i)*Cr2211(i)+Fs12(i)
*Fs12(i)*Cr2212(i))/determF(i);
COr1122(i)=(Cr1121(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs11(i)*FsapCr1122(i)+Fs12(i)*Fs21(i)*Cr1221(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr1222(i))/determF(i);
C0r2222(i)=(Cr2121(i)*Fs21(i)*Fs21(i)+Fs21(i)*FsApCr2122(i)+Fs21(i)*Fs22(i)*Cr2221(i)+Fs22(i)
*Fs22(i)*Cr2222(i))/determF(i);
COr1222(i)=(Cr1121(i)*Fs21(i)*Fs21(i)+Fs21(i)*FsApCr1122(i)+Fs21(i)*Fs22(i)*Cr1221(i)+Fs22(i)
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*Fs22(i)*Cr1222(i))/determF(i);
CO0r2122(i)=(Cr2121(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs11(i)*FsApCr2122(i)+Fs12(i)*Fs21(i)*Cr2221(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr2222(i))/determF(i);
COr1112(i))=(Cr1111(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs11(i)*FsapCr1112(i)+Fs12(i)*Fs21(i)*Cr1211(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr1212(i))/determF(i);
CO0r2212(i)=(Cr2111(i)*Fs21(i)*Fs21(i)+Fs21(i)*FsapCr2112(i)+Fs21(i)*Fs22(i)*Cr2211(i)+Fs22(i)
*Fs22(i)*Cr2212(i))/determF(i);
COr1212(i)=(Cr1111(i)*Fs21(i)*Fs21(i)+Fs21(i)*FsapCr1112(i)+Fs21(i)*Fs22(i)*Cr1211(i)+Fs22(i)
*Fs22(i)*Cr1212(i))/determF(i);

CO0r2112(i)=(Cr2111(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs11(i)*FsapCr2112(i)+Fs12(i)*Fs21(i)*Cr2211(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr2212(i))/determF(i);
COr1121(i)=(Cr1121(i)*Fs11(i)*Fs11(i)+Fs11(i)*FsipCr1122(i)+Fs11(i)*Fs12(i)*Cr1221(i)+Fs12(i)
*Fs12(i)*Cr1222(i))/determF(i);

C0r2221(i)=(Cr2121(i)*Fs21(i)*Fs11(i)+Fs12(i)*FsA¥Cr2122(i)+Fs11(i)*Fs22(i)*Cr2221(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr2222(i))/determF(i);
CO0r1221(i)=(Cr1121(i)*Fs11(i)*Fs21(i)+Fs12(i)*FsAPCr1122(i)+Fs11(i)*Fs22(i)*Cr1221(i)+Fs12(i)
*Fs22(i)*Cr1222(i))/determF(i);
C0r2121(i)=(Cr2121(i)*Fs11(i)*Fs11(i)+Fs11(i)*FsipCr2122(i)+Fs11(i)*Fs12(i)*Cr2221(i)+Fs12(i)
*Fs12(i)*Cr2222(i))/determF(i);

end
for i=1:(length(vettpar));

COr =[COr1111(j) COr1122(j) COr1112(i) COr111
CO0r2211(i) COr2222(i) C0r2212(i) Cor222:1(
COr1211(i) COr1222(i) Cor1212(i) Cor12g:1(
COr2111(i) COr2122(i) Cor2112(i) Cor21gJ(

detCOr(i)=det(COr);

lambCOr=eig(CO0r);

AutoOrd=sort(lambC0r);

lambCOr1(i)=AutoOrd(1);

lambCO0r2(i)=AutoOrd(2);

lambCOr3(i)=AutoOrd(3);

lambCOr4(i)=AutoOrd(4);

lambminCOr(i)=min(lambCOr);

end

Fs33=1

J=Fs11.*Fs22.*Fs33-Fs12.*Fs21.*Fs33;

for i=1:(length(vettpar));
Ts1111(30)=J()N-1)*(Fs11(i)*Tsr1111(i)+Fs12(iFsr1211(i));
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Ts2211()=J()N(-1)*(Fs21(i)*Tsr2111(i)+Fs22(F5r2211()));
Ts1211()=J() (-1)*(Fs21(i)*Tsr1111(3i)+Fs22(Fsr1211());
Ts2111()=I()N(-1)*(Fs11()*Tsr2111(3i)+Fs12(Jsr2211());
%----MISURA DI BIOT
CO11111())=COr1111(i);

C012211())=CO0r2211(i);
CO11211())=COr1211(i)-Ts1211(i)/2;
C012111())=COr2111(i)+Ts2111(i)/2;
C011122(7)=CO0r1122(i);

C012222(i)=C0r2222(i);
C011222())=CO0r1222(j)+Ts1211(i)/2;
C012122(i)=C0r2122(i)-Ts2111(i)/2;
COI11112())=COr1112(i)+Ts1211(i)/4+Ts2111(i)/4AL11(i);
C012212())=CO0r2212(i)+Ts2111(i)/4+Ts1211(i)/4;
CO11212(1)=CO0r1212(i)+Ts1111(i)/4-3*Ts2211()/4
C012112())=CO0r2112(i)+Ts1111(i)/4+Ts2211(i)/4;
COI11121())=COr1121()+Ts1211(i)/4+Ts2111(i)/4;
C012221())=C0r2221(i)+Ts2111(i)/4+Ts1211(i)/4I211(i);
CO11221())=COr1221(i)+Ts1111(i)/4+Ts2211(i)/4;
C012121())=CO0r2121(i)-3*Ts1111(i)/4+Ts2211(i)/4

%----Misura Green-Lagrange
COI11111(i)=C0r1111(i)-Ts1111(i);
CO112211(i)=CO0r2211(j);
CO111211(i)=CO0r1211(j)-Ts1211(i);
CO112111(i)=CO0r2111(j);
COI11122(i)=C0r1122(i);
CO112222(i)=C0r2222(i)-Ts2211(i);
CO0I11222(i)=C0r1222(i);
CO0I12122(i)=C0r2122(i)-Ts2111(i);
COI11112(i)=C0r1112(i)-Ts2111(i);
CO0I12212(i)=C0r2212();
CO0I11212(i)=C0r1212(i)-Ts2211(i);
CO0112112(i)=C0r2112(i);
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CO111121(i)=C0r1121(i);
CO0I12221(i)=C0r2221(i)-Ts1211(i);
CO0I11221(i)=C0r1221i);
CO0112121(i)=C0r2121(j)-Ts1111(i);
%----MISURA LOGARITMICA
C001111(i)=COr1111(i)+Ts1111();
C002211(i)=C0r2211(i);

C001211(i)=C0r1211(i);
C002111(i)=C0r2111(i)+Ts2111();
C001122(i)=C0r1122(i);
C002222(i)=C0r2222(i)+Ts2211(i);
C001222(i)=C0r1222(j)+Ts1211(i);
C002122(i)=C0r2122();
C001112(i)=CO0r1112(i)+(1/2)*Ts1211(i)-(1/2)*T2L(i);
C002212(i)=C0r2212(i)+(1/2)*Ts1211(i)+(1/2)*TERL(i):;
C001212(i)=C0r1212(i)+(1/2)*Ts1111(i)-(1/2)*TRRL(i);
C002112(i)=C0r2112(i)+(1/2)*Ts1111(i)+(1/2)*TRPL(i):;
C001121(i)=COr1121(i)+(1/2)*Ts1211(i)+(1/2)*TERL(i):;
C002221(i)=C0r2221(i)-(1/2)*Ts1211(i)+(1/2)*THRL(i);
C001221(i)=C0r1221(i)+(1/2)*Ts1111(i)+(1/2)*TaR1(i);
C002121(i)=C0r2121(i)-(1/2)*Ts1111(i)+(1/2)*TA2L(i);
%----Misura MENOUNO
CO_11111(i)=C0r1111(i)+2*Ts1111(i);
CO_12211(i)=CO0r2211(i);
CO_11211())=CO0r1211(i)+(1/2)*Ts1211(i);
CO_12111())=CO0r2111(i)+(3/2)*Ts2111(i);
CO_11122(i)=CO0r1122(i);
CO_12222(i)=C0r2222(i)+2*Ts2211(i);
CO0_11222(i)=C0r1222(i)+(3/2)*Ts1211(i);
CO0_12122(i)=C0r2122(i)+(1/2)*Ts2111(i);
CO_11112(i)=CO0r1112(i)+(3/4)*(Ts1211(i)+Ts21){Ts2111(i);
CO0_12212())=C0r2212(i)+(3/4)*(Ts1211(i)+Ts21 D))
CO_11212(i)=C0r1212(i)+(3/4)*(Ts1111(i)+Ts22D)}{Ts2211(i);
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CO_12112(i)=C0r2112(i)+(3/4)*(Ts1111(i)+Ts22D){
CO_11121(i)=C0r1121(i)+(3/4)*(Ts1211(i)+Ts21D){
CO_12221(i)=C0r2221(i)+(3/4)*(Ts1211(i)+ Ts21 )T s1211(i);
CO_11221(i)=COr1221(i)+(3/4)*(Ts1111(i)+Ts22D){
CO_12121(i)=C0r2121(i)+(3/4)*(Ts1111(i)+Ts228Ts1111(i);
%----MISURA MENODUE
CO_111111(i)=COr1111(i)+3*Ts1111(i);
CO_112211(i)=C0r2211(i);
CO_111211(i)=COr1211(i)+Ts1211());
CO_112111(i)=COr2111(i)+2*Ts2111(i);
CO_111122(i)=C0r1122(i);
CO_112222(i)=C0r2222(i)+3*Ts2211(i);
CO_111222(i)=C0r1222(i)+2*Ts1211(i);
CO_112122(i)=C0r2122(i)+Ts2111());
CO_111112(i)=C0r1112(j)+Ts1211());
CO_112212(i)=C0r2212(i)+Ts1211()+Ts2111(i);
CO_111212(i)=C0r1212(i)+Ts1111());
CO_112112(i)=C0r2112(i)+Ts1111()+Ts2211(i);
CO_111121(i)=C0r1121(i)+Ts1211()+Ts2111(i);
CO_112221(i)=C0r2221(i)+Ts2111());
CO_111221(i)=C0r1221(i)+Ts1111()+Ts2211(i);
CO_112121(i)=C0r2121(i)+Ts2211());

end
for i=1:(length(vettpar));
%-----MISURA DI BIOT--------------
COl =[C0I1111(j) COI1122(i) O;
C012211(i) COI2222(i) O;
0 0 2*C0I1212(i)];
detCOI(i)=det(COlI);
lambCO0l=eig(COl);
AutoOrd=sort(lambCO0l);
lambCOI1(i)=AutoOrd(1);
lambCO0I2(i)=AutoOrd(2);
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%

lambCO0I3(i)=AutoOrd(3);
lambminCOI(i)=min(lambC0l);

COIl =[COII1111(i) COI11122(i) O;

%

COI12211(i) COI12222(i) O;

0 0 2*COI11212(i)];
detCOll(i)=det(COll);
lambCOlI=eig(COll);
AutoOrd=sort(lambCOoll);
lambCOIl1(i)=AutoOrd(1);
lambCO0lI2(i)=AutoOrd(2);
lambCO0lI3(i)=AutoOrd(3);
lambminCOlI(i))=min(lambCOll);

C00 =[C001111(i) C001122(i) O;
C002211(i) C002222(i) O;
0 0 2*C001212(i)];
detC00(i)=det(C00);
lambC00=eig(C00);
AutoOrd=sort(lambC00);
lambC001(i)=AutoOrd(1);
lambC002(i)=AutoOrd(2);
lambC003(i)=AutoOrd(3);
lambminCO0O0(i)=min(lambCO00);

%----MISURA MENOUNO------------

CO_| =[CO_I1111()) CO_I1122(i) O;
CO_12211(i) CO_I2222(i) O;
0 0 2*CO_I1212(i)];
detCO_lI(i)=det(CO_lI);
lambCO0_I=eig(CO0_I);
AutoOrd=sort(lambCO0_1I);
lambCO0_I1(i)=AutoOrd(1);
lambCO0_I2(i)=AutoOrd(2);
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lambCO0_13(i)=AutoOrd(3);
lambminCO_I(i)=min(lambCO0_);
%-----MISURA MENODUE--------------
CO_Il =[CO_I11111(j) CO_l11122(j) O;
CO_112211(i) CO_112222(i) O;
00 2*CO_111212(j)];
detCO_lI(i))=det(CO_lI);
lambCO0_lI=eig(CO_lII);
AutoOrd=sort(lambCO0_II);
lambCO0_II1(i)=AutoOrd(1);
lambCO0_I12(i)=AutoOrd(2);
lambCO0_[13(i)=AutoOrd(3);
lambminCO_II(i)=min(lambC0_I);
end
num=100;
dteta=(2*pi)/num;
vetthum=[1:1:num+1];
for i=1:(length(vettpar));
teta=0;
for j=1:(num+1);
nl(j)=cos(teta);
n2(j)=sin(teta);
Qs11=Cr1111(3i)*n1(j)*2+Cr1112(i)*n1(j)*nIECr1212(i)*n2(j) 2+Cr1211(i)*n2()*n1();
Qs12=Cr1121(i)*n1(j)*2+Cr1122(i)*n1(j)*nIGCr1222(i)*n2(j)*2+Cr1221(i)*n2()*n1();
Qs22=Cr2121(i)*n1(j)*2+Cr2122(i)*n1(j)*nECr2222(i)*n2(j)*2+Cr2221(i)*n2()*n1();
Qs21=Cr2111(i)*n1(j)*2+Cr2112(i)*n1(j)*nECr2212(i)*n2(j)*2+Cr2211(i)*n2()*n1();
Q0s11=CO0r1111(i)*n1(j)*2+COr1112(i)*n1(j)*n2(BOr1212(i)*n2(j)*2+C0Or1211(i)*n2(j)*n1(j);
Q0s12=C0r1121(i)*n1(j)*2+C0r1122(i)*n1(j)2G)+C0r1222(i)*n2(j)*2+C0r1221(i)*n2(j)*n1(j);
Q0s22=C0r2121(i)*n1(j)*2+C0r2122(i)*n1(j)2G)+C0r2222(i)*n2(j)*2+C0r2221(i)*n2(j)*n1(j);
Q0s21=C0r2111(i)*n1(j)*2+C0r2112(i)*n1(j)2G)+C0r2212(i)*n2(j)*2+C0r2211(i)*n2(j)*n1(j);
Qs=[Qs11 Qs12;
Qs21 Qs22];
detQs(j)=det(Qs);
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lambminTetaQs(j)=min(eig(Qs));
Q0s=[Q0s11 Q0s12;
Q0s21 Q0s22];
detQOs(j)=det(QO0s);
lambminTetaQO0s(j)=min(eig(QO0s));
teta=teta+dteta;
end
detminQs(i)=min(detQs);
lambminParQs(i)=min(lambminTetaQs);
detminQO0s(i)=min(detQO0s);
lambminParQO0s(i)=min(lambminTetaQO0s);

end

142



