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Introduzione

Negli ultimi anni in tutti i settori dell'ingegneria si è notevolmente di�uso
l'uso di strumenti per la simulazione di fenomeni di tipo dinamico. In parti-
colare, dal punto di vista dell'ingegneria strutturale, progressi signi�cativi si
sono registrati nell'ambito della dinamica non lineare ed hanno investito sia
la teoria che l'implementazione di metodi computazionali. Tuttavia, anche
alla luce di tali progressi, la dinamica non lineare delle strutture è ad oggi
un campo in cui rimane ancora molto da indagare da più punti di vista.

In questo lavoro di tesi si sono particolarizzati ed approfonditi aspet-
ti che coinvolgono alcuni �loni di ricerca della dinamica non lineare. In
particolare, attraverso un approccio computazionale, si sono a�rontate le
tematiche riguardanti il miglioramento della stabilità nell'analisi dinamica, la
descrizione cinematica delle piccole deformazioni in regimi di grandi sposta-
menti e rotazioni e, in�ne, l'analisi di un modello non lineare di trave alla
Timoshenko con il metodo delle scale multiple.

In letteratura sono disponibili numerosi schemi di integrazione nel tempo,
poichè una delle richieste più ricorrenti in ambito dinamico è quella della
selezione di un appropriato schema di integrazione. Molti degli schemi usati
sono stati originariamente ottenuti per problemi lineari. Tra questi schemi il
più famoso e di�uso è l'algoritmo di Newmark [38], proposto alla �ne degli
anni 50 del secolo scorso, che risulta incondizionatamente stabile in ambito
lineare, ma manifesta instabilità in contesti non lineari.

Sebbene esso sia tra i metodi esistenti quello che o�re i maggiori margini
di stabilità, a causa di alcune sue performance limitate in regimi non li-
neari, negli anni ha subito molte modi�che, originando in tal modo nuovi
metodi. Le prime variazioni apportate sono legate all'introduzione di dissi-
pazioni numeriche per evitare l'in�uenza sulla stabilità delle componenti ad
alta frequenza delle vibrazioni, come appare nei lavori di Ho� e Pahl [15]
o nei più popolari generalized α-methods ideati da Chung e Hulbert [10] e
HHT method, proposto da Hilber et al.[14]. Nel corso degli anni, comunque,
si sono ricercate anche strade alternative per la determinazione di metodi di
integrazione nel tempo che potessero garantire analisi stabili. Tali metodi,
basati sulle proprietà di conservazione dell'energia, sono motivati dalla gen-
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eralizzazione del criterio di incondizionata stabilità proposto da Belytschko
e Schoeberle [5]. I primi contributi in questa direzione sono dovuti a Hughes
et al. [16], che propongono un algoritmo in cui il vincolo di conservazione
dell'energia è imposto attraverso il metodo dei moltiplicatori di Lagrange.
Ulteriori contributi sono dovuti a Simo e Tarnow [40, 41] e a Kuhl e Cris�eld
[19] che impongono, ad ogni passo temporale, vincoli di conservazione dell'en-
ergia e a Kuhl e Ramm [20, 21] che aggiungono, sempre attraverso l'uso dei
moltiplicatori di Lagrange, anche vincoli di conservazione della quantità di
moto lineare ed angolare. Accanto a questi metodi si sono a�ancate le vari-
anti con dissipazione numerica formulate da Armero e Petöcz [1] ed Armero
e Romero [2, 3]. Tuttavia, le restrizioni della conservazione dell'energia e
della quantità di moto lineare ed angolare, ad ogni passo di integrazione,
sono solo condizioni necessarie per la stabilità.

Un altro aspetto problematico della dinamica delle strutture a comporta-
mento geometricamente non lineare è legato alla modellazione di spostamen-
ti e rotazioni �nite e di piccole deformazioni. Classicamente le formulazioni
sono di tipo corotazionale, in cui il moto del corpo continuo viene scomposto
in moti deformativi puri e moti rigidi in modo da poter inizialmente studiare
il moto del corpo in un contesto lineare, dove alcune problematiche, quali i
fenomeni di locking o la presenza di modi spuri, possono essere più facilmente
a�rontati. In quest'ottica, una risposta iniziale ai fenomeni di locking è stata
data da una classe di tecniche, note con il nome di tecniche di integrazione
selettiva, in cui l'integrale che de�nisce l'energia potenziale all'interno del-
l'elemento è calcolato in modo esatto o in modo numerico ridotto a seconda
delle componenti deformative (Zienkiewicz et al. [43], Kavanagh e Key [17]).
Anche dal punto di vista dell'eliminazione dei modi spuri, ovvero dei modi
legati alla presenza di energia interna nulla, si sono ottenute buone risposte,
grazie, soprattutto, al metodo di integrazione con hourglass control. Tale
metodo, introdotto da Koslo� e Frazier [18] e poi sviluppato, con migliori
performance computazionali, da Flanagan e Belytschko [13] e Belytschko et
al. [4], è basato sull'introduzione di parametri di smorzamento e di rigidez-
za arti�ciale. Queste tecniche, comunque, devono essere a�ancate da una
de�nizione del sistema di riferimento locale adatta, robusta ed economica
poiché, in generale, un approccio di tipo corotazionale so�re di singolari-
tà della matrice di rotazione e, pertanto, richiede manipolazioni algebriche
complesse per poter superare tali di�coltà.

Un'altra tematica oggetto di indagini in ambito dinamico è l'analisi di
modelli non lineari di strutture tramite soluzioni in forma chiusa. Infatti
se è possibile usare metodi analitici per problemi anche non lineari, ques-
ta operazione risulta opportuna sia per l'immediatezza dei risultati che per
un'indagine qualitativa delle meccaniche coinvolte. Come accade nei casi,
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che saranno esaminati, di piccole oscillazioni in cui non è possibile trascu-
rare le risonanze interne non lineari, i metodi di soluzione in forma chiusa
sono lo standard. Usualmente i problemi temporali sono risolti attraverso
tecniche perturbative quali il metodo di Lindstedt-Poincaré, il metodo del
bilanciamento armonico o il metodo delle scale multiple, mentre il problema
spaziale, spesso, viene risolto usando il metodo dei residui pesati (metodi di
Ritz o Galerkin) o delle espansioni in termini di modi normali del problema
linearizzato. In particolare queste tecniche sono state usate per determinare
risposte non lineari per travi con varie proprietà, come in [30] in cui Nayfeh
usa una versione generalizzata del metodo delle scale multiple per analiz-
zare le vibrazioni libere non lineari di una trave con modellizzazione alla
Bernoulli, con leggere variazioni delle proprietà lungo la sua lunghezza op-
pure includendo gli e�etti della risonanza interna, come nei lavori più recenti
[8, 37, 9, 23].

I contenuti della tesi sono organizzati come segue. Nel primo capitolo
sono de�nite le quantità meccaniche coinvolte nelle analisi e sono riformu-
lati, secondo la notazione utilizzata, il metodo per la ricerca di soluzioni di
un problema dinamico e il metodo delle scale multiple. Nel secondo capitolo
è a�rontato il tema della ricerca di un algoritmo di integrazione nel tempo
che abbia margini di stabilità più ampi, senza fare ricorso all'uso dei vin-
coli di conservazione dell'energia. In e�etti, l'algoritmo ottenuto produce
analisi più stabili ed è realizzato aggiungendo alle variabili cartesiane un
set di variabili locali che permettono di esprimere l'energia interna in una
forma fortemente sempli�cata, per cui l'aumento del costo computazionale
dovuto all'introduzione delle nuove variabili è comunque bilanciato dal minor
numero di iterazioni richiesto. Nel terzo capitolo è determinata una formu-
lazione alternativa per la descrizione del moto di un continuo bidimensionale
e tridimensionale in regimi di piccole deformazioni e grandi spostamenti e
rotazioni. In particolare, la nuova formulazione, che risulta valida sia per il
caso bidimensionale che per quello tridimensionale, è ottenuta senza l'utiliz-
zo di tecniche di tipo corotazionale. La metodologia usata è basata, infatti,
sull'individuazione di alcune grandezze caratteristiche invarianti delle defor-
mazioni. Essa preserva la possibilità di istruire l'elemento �nito in ambito
lineare e �ltra nel tensore delle deformazioni i contributi non lineari dovuti
alle sole deformazioni, conservando però quelli degli spostamenti e delle ro-
tazioni. Nel quarto capitolo è analizzato un modello non lineare di trave alla
Timoshenko attraverso il metodo delle scale multiple ottenendo le formu-
lazioni dei sistemi delle equazioni del moto ai diversi ordini. Le conclusioni
sono presentate nel quinto capitolo.
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Capitolo 1

Preliminari

In questo capitolo preliminare sono de�nite le principali grandezze mecca-
niche che sono alla base delle analisi presentate in questo lavoro. Inoltre, sono
illustrati, seppur in modo sintetico, i metodi per la ricerca della soluzione di
un problema dinamico e il metodo delle scale multiple, noti in letteratura e
qui riformulati secondo la notazione utilizzata.

1.1 Il problema dinamico e l'algoritmo di integrazione
di Newmark

Sia dato un corpo B de�nito su un dominio Ω, si indichi con u = (u, v, w)
il vettore degli spostamenti dipendente dalle posizioni iniziali del corpo x =
(x, y, z) e dal tempo t, i.e. u = u(x, t).

Le principali quantità energetiche coinvolte nelle analisi in esame sono:
l'energia potenziale

V (u) =
1
2

∫

Ω
εTA ε dΩ, (1.1)

in cui ε = ε(u) è il vettore non lineare delle deformazioni ed A è la matrice
dei coe�cienti materiali;
l'energia cinetica

T (u̇) =
1
2

∫

Ω
ρ u̇2 dΩ, (1.2)

la quale è legata alla derivata degli spostamenti rispetto al tempo t (alla
velocità) per mezzo della densità di massa ρ;
l'energia esterna

L(u) =
∫

Ω
pTu dΩ, (1.3)

la cui espressione dipende dal vettore dai carichi esterni p.
Attraverso un approccio ad elementi �niti gli spostamenti nel corpo sono
individuati da n spostamenti in forma discreta. Con tale discretizzazione
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spaziale, utilizzando le equazioni del moto di Lagrange e includendo le con-
dizioni al contorno si ottiene la seguente espressione dell'equazione semidisc-
reta del moto: 




Mü(t) +N(u(t))−P(t) = 0
u(0) = u0

u̇(0) = u̇0

(1.4)

in cui ü indica il vettore delle accelerazioni, u0 e u̇0 sono, rispettivamente,
il vettore degli spostamenti e quello delle velocità iniziali ed M, N, P sono
legati alle quantità energetiche per mezzo delle seguenti relazioni:

Mü(t) =
∂

∂t

(
∂T (u̇(t))

∂u̇

)
,

N(u(t)) =
∂V (u(t))

∂u ,

P(t) =
∂L(u(t))

∂u .

(1.5)

L'algoritmo di integrazione alla Newmark rappresenta uno dei più di�usi
tra gli schemi di integrazione nel tempo usati in dinamica computazionale.
Esso in realtà realizza, nella sua formulazione generale data in (1.6), una serie
di formule di integrazione caratterizzata ognuna dalla scelta dei parametri β

e γ in essa coinvolti:

u̇n+1 =
γ

β∆t
(un+1 − un) +

(
1− γ

β

)
u̇n +

(
1− γ

2β

)
∆tün,

ün+1 =
1

β∆t2
(un+1 − un)− 1

β∆t
u̇n +

(
1− 1

2β

)
ün.

(1.6)

Nel seguito ci si riferirà allo schema, detto dell'accelerazione media, ottenuto
con β = 1/4 e γ = 1/2:

u̇n+1 =
2

∆t
(un+1 − un)− u̇n,

ün+1 =
4

∆t2
(un+1 − un)− 4

∆t
u̇n − ün.

(1.7)

Sostituendo le equazioni (1.7) in (1.4) si ottiene un sistema di equazioni
algebriche non lineari de�nite al tempo tn+1 dove il vettore incognito è un+1:

M
(

4
∆t2

(un+1 − un)− 4
∆t

u̇n − ün

)
+N(un+1)−Pn+1 = 0. (1.8)

Più sinteticamente, il sistema (1.8) può essere posto nella seguente forma:

F(un+1) = 0. (1.9)
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L'equazione precedente, di tipo non lineare, è risolta attraverso il metodo di
Newton:

F(u(k+1)
n+1 ) ≈ F(u(k)

n+1) +
∂F(u(k)

n+1)
∂un+1

(u(k+1)
n+1 − u(k)

n+1). (1.10)

Lo schema iterativo per la ricerca del punto di equilibrio parte da una sti-
ma iniziale degli spostamenti u(0)

n+1, ottenuta come estrapolazione lineare a
partire dagli ultimi due punti noti un e un−1 quando n > 0, mentre il primo
passo è ottenuto tramite la relazione u(0)

1 = u0 + ∆tu̇0.
Le iterazioni continuano �no a quando non si veri�ca una condizione di us-
cita. In genere, la condizione di uscita dallo schema iterativo è imposta su
una opportuna norma dell'incremento degli spostamenti. Nelle applicazioni
che saranno presentate si è scelto la condizione seguente:

‖u(k+1)
n+1 − u(k)

n+1‖
‖u(k+1)

n+1 − un‖
≤ 10−8. (1.11)

1.2 Il metodo delle scale multiple
Il metodo delle scale multiple è uno dei metodi perturbativi più di�usi ed
è applicato ad una vastità di problemi in �sica, ingegneria e matematica
quando la soluzione dipende da più scale temporali.

Come accade per la classe dei metodi perturbativi, lo scopo è quello
di determinare una soluzione approssimata u(x, t, ε) dove ε è una quantità
su�cientemente piccola.

La caratteristica principale del metodo delle scale multiple è quella di
considerare scale temporali diverse in modo da rendere possibile l'osser-
vazione di un fenomeno a diversi istanti di tempo. Si suppone, infatti, di
poter esprimere la variabile indipendente tempo in funzione di n variabili
indipendenti, dette scale temporali, de�nite tramite:

tn = εnt.

La scala t0 = t è la scala temporale più veloce, la scala t1 è più lenta di t0 e
in generale la scala tn è più lenta di tn−1.

Avendo espresso la variabile indipendente t in funzione di n variabili in-
dipendenti, le derivate rispetto al tempo, utilizzando la regola di derivazione
delle funzioni composte, si trasformano in:

d

dt
=

∂

∂t0
+ ε

∂

∂t1
+ ε2 ∂

∂t2
+ ...,

d2

dt2
=

∂2

∂t20
+ 2ε

∂

∂t0∂t1
+ ε2 ∂2

∂t21
+ ....
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Allora, la soluzione approssimata è ricercata nella forma:

u(x, t, ε) = u0(x, t0, t1, ..) + εu1(x, t0, t1, ..) + ε2u2(x, t0, t1, ..) + ...

e ricavata risolvendo, in successione, le equazioni che si ottengono uguaglian-
do i coe�cienti secondo le potenze di ε. Il numero di scale richiesto per
formulare un'approssimazione è strettamente legato all'ordine dell'approssi-
mazione: un'approssimazione all'n-esimo ordine richiede l'uso di n + 1 scale
temporali.
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Capitolo 2

Miglioramento della stabilità nell'analisi
dinamica

La problematica in esame è quella di indagare l'evoluzione, in ambito di-
namico, di una struttura sottoposta sia a forze inerenti le deformazioni, sia
a forze che, essendo legate all'evoluzione della struttura stessa, si sviluppano
durante il suo moto. Classicamente questo tipo di analisi si caratterizza
per essere molto onerosa dal punto di vista computazionale e fortemente
condizionata dalla scelta dell'algoritmo di integrazione nel tempo usato.

Nel contesto di questa ricerca, utilizzando il classico algoritmo di in-
tegrazione nel tempo di Newmark, si è cercato di aumentare i margini di
stabilità utilizzando una descrizione dell'elemento �nito basata solo sull'indi-
viduazione di distanze e angoli. Con questa scelta si è raggiunto l'obiettivo di
sempli�care l'espressione dell'energia legata alle forze interne e di migliorare
anche i costi computazionali.

In questo capitolo dapprima sono illustrate le due tipologie di elementi
�niti utilizzate nelle analisi e de�nite le nuove grandezze caratterizzanti gli
elementi stessi. Successivamente sono indicate le modi�che da apportare, in
questo nuovo contesto, all'algoritmo di deteminazione della soluzione. In�ne
sono illustrati alcuni test numerici.

2.1 Un cambiamento di sistema di coordinate
Si consideri un corpo bidimensionale B discretizzato attraverso due tipi di
elementi �niti. Nel primo caso è stato utilizzato un elemento �nito a quattro
nodi, con lunghezze dei lati pari a 2hx e 2hy, centrato nell'origine del sistema
di riferimento O (Fig. 2.1). Per esso è stata scelta una classica interpolazione
bilineare di u(x, y) e v(x, y):

u(x, y) = a00 + a10x + a01y + a11xy,

v(x, y) = b00 + b10x + b01y + b11xy.
(2.1)
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Fig. 2.1: Elemento �nito a quatto nodi.

Nel secondo caso, invece, è stato scelto (Fig. 2.2) un elemento �nito di
pari dimensioni rispetto al caso precedente, ma avente sei nodi e le seguenti
interpolazioni per u(x, y) e v(x, y):

Fig. 2.2: Elemento �nito a sei nodi.

u(x, y) = a00 + a10x + a01y + a20x
2 + a11xy + a21x

2y,

v(x, y) = b00 + b10x + b01y + b20x
2 + b11xy + b21x

2y.
(2.2)

I valori dei coe�cienti aij e bij indicati nelle equazioni (2.1) e (2.2) sono
ottenuti imponendo le condizioni di compatibilità lungo i lati degli elementi
di contorno.

Al �ne di ottenere un'espressione sempli�cata delle forze interne, l'ele-
mento �nito è stato caratterizzato attaverso una rappresentazione di tipo
polare, basata, cioè sull'individuazione di distanze ed angoli. In particolare,
per l'elemento �nito a quattro nodi, sono state scelte come nuove variabili le
quantità indicate nell'elenco seguente e rappresentate in Fig. 2.3:

• L1: lunghezza del segmento congiungente i nodi n1 and n2,

• α1: angolo compreso tra L1 e la posizione iniziale,

• L3: lunghezza del segmento congiungente i nodi n3 and n4,

• α3: angolo compreso tra L3 e la posizione iniziale,

• L2: lunghezza del segmento congiungente i punti medi dei segmenti L1

e L3,
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• α2: angolo compreso tra L2 e la posizione iniziale,

• uG, vG: spostamenti del baricentro.

Fig. 2.3: Set di varibili locali per l'elemento �nito a quattro nodi.

Queste nuove variabili rappresentano le componenti del vettore

q(t) = (L1, α1, L2, α2, L3, α3, uG, vG)

e sono legate alle variabili cartesiane attraverso le usuali relazioni che sus-
sistono tra lati e angoli delle �gure geometriche. Tali relazioni, che si pre-
sentano nella forma di equazioni non lineari, sono indicate nella (2.3):





(u3 − u1) + L1 sinα1 = 0
(v3 − v1)− L1 cosα1 + 2hy = 0
1
2(u2 + u4 − u1 − u3)− L2 cosα2 + 2hx = 0
1
2(v2 + v4 − v1 − v3)− L2 sinα2 = 0
(u4 − u2) + L3 sinα3 = 0
(v4 − v2) + L3 cosα3 + 2hy = 0
1
4(u1 + u2 + u3 + u4)− uG = 0
1
4(v1 + v2 + v3 + v4)− vG = 0.

(2.3)

Analogamente a quanto fatto per il quattro nodi, anche per l'elemento
�nito a sei nodi sono state individuate nuove variabili locali che indicano
le distanze e gli angoli mostrati in Fig. 2.4, componenti del vettore q(t) =
(L1, α1, L2, α2, L3, α3, L4, α4, L5, α5, uG, vG) e de�nite come segue:

• L1: lunghezza del segmento congiungente i nodi n1 and n2,

• α1: angolo compreso tra L1 e la posizione iniziale,

• L2: lunghezza del segmento congiungente i nodi n3 and n4,

• α2: angolo compreso tra L2 e la posizione iniziale,
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• L3: lunghezza del segmento congiungente i nodi n5 and n6,

• α3: angolo compreso tra L3 e la posizione iniziale,

• L4: lunghezza del segmento congiungente i punti medi dei segmenti L1

e L2,

• α4: angolo compreso tra L4 e la posizione iniziale,

• L5: lunghezza del segmento congiungente i punti medi dei segmenti L2

e L3,

• α5: angolo compreso tra L5 e la posizione iniziale,

• uG, vG: spostamenti del baricentro.

Fig. 2.4: Set di varibili locali per l'elemento �nito a sei nodi.

Le relazioni che legano le variabili cartesiane a quelle locali nel caso dell'ele-
mento �nito a sei nodi sono:





(u2 − u1) + L1 sinα1 = 0
(v2 − v1)− L1 cosα1 + 2hy = 0
(u4 − u3) + L2 sinα2 = 0
(v4 − v3)− L2 cosα2 + 2hy = 0
(u6 − u5) + L3 sinα3 = 0
(v6 − v5)− L3 cosα3 + 2hy = 0
1
2(u3 + u4 − u1 − u2)− L4 cosα4 + hx = 0
1
2(v3 + v4 − v1 − v2)− L4 sinα4 = 0
1
2(u5 + u6 − u3 − u4)− L5 cosα5 + hx = 0
1
2(v5 + v6 − v3 − v4)− L5 sinα5 = 0
1
12(u1 + u2 + 4u3 + 4u4 + u5 + u6)− uG = 0
1
12(v1 + v2 + 4v3 + 4v4 + v5 + v6)− vG = 0.

(2.4)
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2.2 Analisi dinamica
Avendo introdotto nel paragrafo precedente un set di ulteriori variabili per
descrivere l'elemento �nito, risulta necessario apportare alcune modi�che
sia alle de�nizioni delle energie che all'algoritmo di soluzione. Pertanto,
si indichi con nu il numero di componenti del vettore u(t), de�nito in un
riferimento cartesiano (u) e nq il numero di componenti nel vettore q(t) del
sistema di riferimento locale (q). Esprimendo la dipendenza tra variabili
locali e cartesiane nella forma:

u(t) = u(q(t)),

è possibile riscrivere il vettore delle forze interne come:

N(q(t)) =
∂V (u(t))

∂u

∣∣∣∣∣
u(t)=u(q(t))

. (2.5)

Si denoti, ora, con (u, q) lo spazio in cui si realizza la nuova rappresentazione;
esso è tale che (u)⊂(u,q), (q)⊂(u,q), e, inoltre, nel caso in cui (u)∩(q) 6= ∅,
la dimensione indicata con nuq è tale che nuq ≤ nu + nq.

Allora, il sistema delle equazioni del moto (1.4) viene riscritto in modo che
l'energia interna V è calcolata nella rappresentazione (q), mentre l'energia
cinetica rimane espressa nella formulazione cartesiana (u) così come il lavoro
dei carichi esterni. Inoltre, le condizioni iniziali sono de�nite tramite le
relazioni seguenti:

q(t) = q(u(t)), q̇(t) =
∂q
∂u(u̇(t)), q̈(t) =

∂q̇
∂u(u̇(t)),

mentre le condizioni al contorno rimangono imposte nella rappresentazione
cartesiana.

Il nuovo sistema delle equazioni del moto è:

g(u,q) = Mü(t) +N(q(t))−P(t) = 0. (2.6)

Si osserva che in (2.6) sono presenti nuq incognite, ma solo nu equazioni
e, pertanto, per poter risolvere il sistema è necessario introdurre un set Γ di
nuq−nu equazioni aggiuntive. Tali equazioni sono ottenute, sia per il quattro
nodi che per il sei nodi, derivando due volte nel tempo, rispettivamente, le
relazioni (2.3) e (2.4) e sono indicate sinteticamente come segue:

h(u,q) = b(u) + a(q) + r = 0. (2.7)

A questo punto, si può procedere con la determinazione della soluzione.
Il sistema associato, includendo il set di equazioni aggiuntive Γ, risulta:

{ g+M∆u+K∆q = 0
h+B∆u+A∆q = 0

(2.8)
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dove la matrice di rigidezza K è de�nita da Kij =
∂Ni

∂qj
, B è de�nita da

Bij =
∂hi

∂uj
e A, de�nita da Aij =

∂hi

∂qj
, è una matrice a blocchi 3 × 3

facilmente invertibile.
L'algoritmo di integrazione nel tempo nella rappresentazione (u,q), in-

�ne, segue lo schema di Newmark (1.7) anche per la determinazione di q̇n e
q̈n. Pertanto, lo schema di soluzione che si propone per determinare ∆u e
∆q è: {

∆qk+1 = −A−1(h+B∆uk+1)
(M−KA−1B)∆uk+1 + g−KA−1h = 0.

(2.9)

2.3 Risultati numerici
In questa sezione vengono proposte due applicazioni numeriche del meto-
do a problematiche presenti in letteratura. Ci si è riferiti all'energia in-
terna V calcolata nella nuova rappresentazione, all'energia cinetica T nella
rappresentazione cartesiana:

T =
1
2
u̇TMu̇ (2.10)

e al lavoro delle forze esterne L calcolato tramite la formula dei trapezi:

Ln+1 = Ln + ∆Ln, ∆Ln =
1
2
(un+1 − un)T (Pn+1 +Pn). (2.11)

Inoltre si è indicato con steps il numero di passi e�ettuati nel processo di
integrazione e con Nwi il numero di iterazioni alla Newton richieste all'
i-esimo passo:

Nwm =
step∑

i=1

Nwi/steps. (2.12)

2.3.1 L-shaped block
Questo problema è apparso nel lavoro di Betsch and P. Steinmann [7] del
2001. La con�gurazione iniziale del corpo e la sua discretizzazione, realizzata
attraverso 36 elementi �niti a quattro nodi, è mostrata in Fig. 2.5. Il corpo
è soggetto a carichi esterni distribuiti p, il cui andamento è descritto in Fig.
2.6, il modulo di Young utilizzato nell'analisi è E = 107 N/m2, il coe�ciente
di Poisson è ν = 0.3 e la densità di massa ρ = 1 Kg/m3.

Il processo iterativo nella rappresentazione classica (u) produce defor-
mate esatte se si sceglie un passo temporale ∆t minore di 0.05 s, mentre
il metodo diventa instabile se ∆t ≥ 0.05 s. Nella rappresentazione (u,q),
invece, si ottengono deformate esatte anche se il passo temporale scelto è
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Fig. 2.5: L-shaped block: con�guazione iniziale e mesh.

Fig. 2.6: L-shaped block: storia dei carichi esterni.

molto più piccolo di 0.05 s. Inoltre, se si calcola il numero di iterazioni alla
Newton Nwm, si osseva che esso risulta più piccolo nella nuova rappresen-
tazione che nel caso classico e, al �ne di evidenziare tali di�erenze, nella Tab.
2.1 sono riportati le Nwm e�ettuate in entrambe le formulazioni per alcuni
�ssati passi temporali.

∆t 0.01 s 0.02 s 0.05 s 0.1 s 0.2 s
(u) 3.000 3.725 div

(u,q) 2.089 2.098 2.105 2.178 2.294

Tab. 2.1: L-shaped block: confronto delle iterazioni Nwm richieste.

In Fig. 2.7, invece, sono riportate le deformate dell'elemento ottenute
nella rappresentazione (u,q) nell'intervallo di tempo [0 s, 10 s] con passo
temporale ∆t = 0.05 s.

Nell'analisi e�ettuata si è osservato anche l'andamento delle energie, rile-
vando che nella rappresentazione classica (u) si manifesta un fenomeno di
instabilità in prossimità di t = 4 s, se si sceglie il passo temporale ∆t = 0.05 s,
(Fig. 2.8), mentre nella rappresentazione (u,q) l'energia totale del sistema
si conserva (Fig. 2.9).
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Fig. 2.7: L-shaped block: sequenza di deformate calcolate nella
rappresentazione (u,q) con passo temporale ∆t = 0.05 s.
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Fig. 2.8: L-shaped block: andamento delle energie nella rappresentazione
(u) ottenuto con passo temporale ∆t = 0.05 s.
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Fig. 2.9: L-shaped block: andamento delle energie nella rappresentazione
(u,q) ottenuto con passo temporale ∆t = 0.05 s.

2.3.2 Toss rule
Il test proposto è presente, in forma tridimensionale, nel lavoro di Kuhl and
Ramm [21]. La discretizzazione è realizzata con 15 elementi a sei nodi e
come mostra la Fig. 2.10 essa è soggetta a carichi esterni disribuiti p il cui
andamento è invece indicato in Fig. 2.11.

Le costanti materiali utilizzate sono: E = 1.236 · 1010 N/m2, ν = 0.3 e
ρ = 4.68 · 102 Kg/m3.

Nella rappresentazione classica (u) il processo iterativo produce defor-
mate esatte se ∆t < 0.0001 s, mentre per ∆t ≥ 0.0001 s il processo diventa
instabile. Nella rappresentazione (u,q), invece, si ottengono deformate esat-
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Fig. 2.10: Toss rule: con�gurazione inziale e mesh.

Fig. 2.11: Toss rule: storia dei carichi esterni.

te anche per valori del passo temporale più piccolo di ∆t = 0.0001 s come si
può rilevare dalla Fig. 2.12.

Fig. 2.12: Toss rule: sequenza di deformate calcolate nella rappresentazione
(u,q) e con passo temporale ∆t = 0.0001 s.

Inoltre, anche in questo caso, il numero di iterazioni alla Newton diminuisce
rispetto al caso classico, come mostrato nella Tab. 2.2.

∆t 0.00001 s 0.00002 s 0.00005 s 0.0001 s 0.0002 s 0.0005 s
(u) 2.013 2.477 3.072 div

(u,q) 2.000 2.051 2.970 3.000 3.826 4.360

Tab. 2.2: Toss rule: confronto delle iterazioni Nwm.

Analizzando gli andamenti energetici è possibile, analogamente al caso
precedente, evidenziare che nella rappresentazione classica si manifesta un
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fenomeno di instabilità in prossimità del tempo t = 0.043 s, con scelta del
passo temporale ∆t = 0.0001 s (Fig. 2.13). Invece, nella rappresentazione
locale (u,q) l'energia totale del sistema si conserva (Fig. 2.14).

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

0

100

200

300

400 TVV+TL
Fig. 2.13: Toss rule: andamento delle energie nella rappresentazione (u)
ottenuto con passo temporale ∆t = 0.0001 s.
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0

40

80
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Fig. 2.14: Toss rule: andamento delle energie nella rappresentazione (u,q)
ottenuto con passo temporale ∆t = 0.0001 s.
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Capitolo 3

Descrizione cinematica delle piccole
deformazioni in regime di grandi

spostamenti e rotazioni

Il contesto è quello della modellizzazione di un continuo bidimensionale o
tridimensionale nell'ipotesi di piccole deformazioni e grandi spostamenti e
rotazioni in ambito dinamico, tramite elementi �niti semplici. Classicamente,
l'elemento viene dapprima istruito in ambito lineare, dove possono essere
a�rontate e superate le problematiche legate al locking o alla presenza di
modi spuri; poi la parte non lineare viene a�rontata sovrapponendo alla
cinematica lineare i moti rigidi recuperati tramite trasformazioni ortogonali.

Questa ricerca propone una metodologia che preserva il vantaggio di pot-
er studiare l'elemento �nito in ambito lineare, ma in cui le informazioni non
lineari vengono recuperate senza passare attraverso la formulazione di mod-
elli di tipo corotazionale. In particolare, si a�ronta il problema di sfoltire
il tensore delle deformazioni privandolo delle componenti non lineari dovute
alle sole deformazioni. Qui, questa operazione, in generale non risolvibile in
forma chiusa, è resa possibile dall'individuazione di una grandezza, chiamata
invariante deformativo, che non è in�uenzata dai moti rigidi e che rimane
associata unicamente ad un solo modo deformativo.

In questo capitolo sono presentate dapprima le cinematiche di base scelte
per l'elemento bidimensionale e per quello tridimensionale. Successivamente
è indicata la metodologia per individuare gli invarianti deformativi e per sem-
pli�care il tensore delle deformazioni. In�ne, sono illustrati alcuni risultati
numerici.
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3.1 Cinematiche lineari di base: elemento �nito bidi-
mensionale a quattro nodi

Dato il sistema di riferimento bidimensionale (ξ, η), si consideri un elemento
�nito centrato nell'origine con lunghezze dei lati rispettivamente 2hξ e 2hη

(Fig. 3.1).

x

h

x x
hh

Fig. 3.1: Elemento �nito bidimensionale a quattro nodi: de�nizione.

Usando una classica interpolazione bilineare:

u(ξ, η) = α0 + α1ξ + α2η + α3ξη,

v(ξ, η) = β0 + β1ξ + β2η + β3ξη,

si ottiene la seguente espressione del tensore delle deformazioni:
εξξ = u,ξ(ξ, η) = α1 + α3η,

εηη = v,η(ξ, η) = β2 + β3ξ,

εξη =
1
2

[u,η(ξ, η) + v,ξ(ξ, η)] =
1
2

[α2 + α3ξ + β1 + β3η] .
(3.1)

A questo punto, attraverso un procedimento quasi classico, si esprimono le
deformazioni de�nite in (3.1) nella base dei tre moti rigidi e di cinque modi
deformativi associati alle scelte:

e1 = α1,

e2 = β2,

e3 = α2 + β1,

e4 = α3,

e5 = β3,

ottenendo la relazione:





u,ξ

v,η
1
2
(u,η + v,ξ)





=




1 0 0 η 0
0 1 0 0 ξ

0 0
1
2

1
2
ξ

1
2
η








α1

β2

α2 + β1

α3

β3





. (3.2)
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Inoltre, si vincolano i moti rigidi nell'origine O attraverso le condizioni:
u(0, 0) = α0 = 0,

v(0, 0) = β0 = 0,

ω(0, 0) =
1
2
(u,η − v,ξ)

∣∣∣
(0,0)

=
1
2
(α2 − β1) = 0,

(3.3)

dove ω(0, 0) indica la rotazione dell'elemento attorno ad O.
Per ricavare le cinematiche si pongono ei 6= 0 ed ej = 0 ∀j 6= i, e si risolve

il sistema di equazioni di�erenziali (3.2) così ottenuto con le condizioni di
vincolo (3.3). In particolare, scegliendo e1 = Eξ, il sistema associato è nella
forma: 




u,ξ = Eξ

v,η = 0
1
2
[u,η + v,ξ] = 0

(3.4)

ovvero: 



α1 + α3η = Eξ

β2 + β3ξ = 0
1
2

[α2 + α3ξ + β1 + β3η] = 0.

(3.5)

La quantità Eξ, qui chiamata parametro deformativo, è una costante arbi-
traria che indica l'allungamento lineare nella direzione ξ. Il sistema (3.5) è
soddisfatto se α1 = Eξ e αi = 0 ∀i 6= 1 e βi = 0 ∀i. Ne segue che il campo
di spostamenti relativo al primo modo deformativo, ovvero all'allungamento
in direzione ξ, è dato da:

u(ξ, η) = Eξξ

v(ξ, η) = 0.
(3.6)

Per ottenere le de�nizioni degli altri modi deformativi basta ripetere lo
stesso procedimento cambiando le scelte iniziali. Il secondo modo deformati-
vo, l'allungamento in direzione η, caratterizzato dal parametro deformativo
Eη, è ottenuto dalla scelta e2 = Eη che conduce al sistema:





u,ξ = 0
v,η = Eη
1
2
[u,η + v,ξ] = 0

la cui soluzione è:
u(ξ, η) = 0
v(ξ, η) = Eηη.

(3.7)

Il terzo modo deformativo, ovvero lo scorrimento, è ottenuto con scelta e3 =
S, dove S è il parametro deformativo, e il sistema associato risulta:





u,ξ = 0
v,η = 0
1
2
[u,η + v,ξ] = S
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con soluzione:
u(ξ, η) = Sη

v(ξ, η) = Sξ.
(3.8)

Il quarto e il quinto modo, rispettivamente i modi a clessidra in direzione ξ ed
η, caratterizzati dai parametri deformativi Hξ e Hη, si ottengono scegliendo
e4 = Hξ e e5 = Hη. I sistemi e le relative soluzioni sono indicati di seguito:

{
u,ξ = Hξη v,η = 0
1
2
[u,η + v,ξ] = Hξξ

u(ξ, η) = Hξξη

v(ξ, η) = 0,
(3.9)





u,ξ = 0
v,η = Hηξ
1
2
[u,η + v,ξ] = Hηη

u(ξ, η) = 0
v(ξ, η) = Hηξη.

(3.10)

Una rappresentazione dei modi deformativi appena determinati è data in
Fig. 3.2.

x
h

x x
h

h
x

h
x

x
h

x
h

h
Fig. 3.2: Elemento �nito bidimensionale a quattro nodi: rappresentazione
dei modi deformativi.
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3.2 Cinematiche lineari di base: elemento �nito tridi-
mensionale ad otto nodi

Si consideri un classico elemento tridimensionale ad otto nodi, centrato nel-
l'origine O = (0, 0, 0) del sistema di riferimento (ξ, η, ζ) e di dimensioni 2hξ,
2hη, 2hζ (Fig. 3.3). Si utilizzi un' interpolazione trilineare:

x

h

z

z
x

h

Fig. 3.3: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: de�nizione.

u(ξ, η, ζ) = α0 + α1ξ + α2η + α3ζ + α4ξη + α5ξζ + α6ηζ + α7ξηζ,

v(ξ, η, ζ) = β0 + β1ξ + β2η + β3ζ + β4ξη + β5ξζ + β6ηζ + β7ξηζ,

w(ξ, η, ζ) = γ0 + γ1ξ + γ2η + γ3ζ + γ4ξη + γ5ξζ + γ6ηζ + γ7ξηζ.

In questo modo le espressioni delle componenti del tensore delle deformazioni
risultano:

εξξ = u,ξ(ξ, η, ζ) = α1 + α4η + α5ζ + α7ηζ,

εξη =
1
2

[u,η(ξ, η, ζ) + v,ξ(ξ, η, ζ)]

=
1
2

[(α2 + β1) + α4ξ + β4η + (α6 + β5)ζ + α7ξζ + β7ηζ] ,

εξζ =
1
2

[u,ζ(ξ, η, ζ) + w,ξ(ξ, η, ζ)]

=
1
2

[(α3 + γ1) + α5ξ + γ6ζ + (γ4 + α6)η + α7ξη + γ7ηζ] ,(3.11)
εηη = v,η(ξ, η, ζ) = β2 + β4ξ + β6ζ + β7ξζ,

εηζ =
1
2

[v,ζ(ξ, η, ζ) + w,η(ξ, η, ζ)]

=
1
2

[(β3 + γ2) + β6η + γ6ζ + (β5 + γ4)ξ + β7ξη + γ7ξζ] ,

εζζ = w,ζ(ξ, η, ζ) = γ3 + γ5ξ + γ6η + γ7ξη.

In modo analogo al caso bidimensionale visto nel paragrafo precedente, es-
primiamo le deformazioni (3.11) nella base dei sei moti rigidi e di diciotto
moti deformativi. Questi ultimi si ottengono ponendo

ε = Le, (3.12)

22



dove
εT = {εξξ, εξη, εξζ , εηη, εηζ , εζζ}, (3.13)

L =




1 0 0 0 0 0 0 0 0 η 0 ζ 0 0 0 ηζ 0 0

0 0 0
1

2
0 0

1

2
ζ 0 0

1

2
ξ

1

2
η 0 0 0 0

1

2
ξζ

1

2
ηζ 0

0 0 0 0
1

2
0 0

1

2
η 0 0 0

1

2
ξ

1

2
ζ 0 0

1

2
ξη 0

1

2
ηζ

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 ξ 0 0 ζ 0 0 ξζ 0

0 0 0 0 0
1

2
0 0

1

2
ξ 0 0 0 0

1

2
η

1

2
ζ 0

1

2
ξη

1

2
ξζ

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ξ 0 η 0 0 ξη




(3.14)
ed
eT ={α1, β2, γ3, α2 + β1, α3 + γ1, β3 + γ2, α6 + β5, γ4 + α6, β5 + γ4,

α4, β4, α5, γ5, β6, γ6, α7, β7, γ7}.
(3.15)

Si vincolano i moti rigidi del punto centrale O attraverso le condizioni:
u(0, 0, 0) = α0 = 0,

v(0, 0, 0) = β0 = 0,

w(0, 0, 0) = γ0 = 0,

ωξη(0, 0, 0) =
1
2
(u,η − v,ξ)

∣∣∣
(0,0,0)

=
1
2
(α2 − β1) = 0,

ωηζ(0, 0, 0) =
1
2
(v,ζ − w,η)

∣∣∣
(0,0,0)

=
1
2
(β3 − γ2) = 0,

ωζξ(0, 0, 0) =
1
2
(w,ξ − u,ζ)

∣∣∣
(0,0,0)

=
1
2
(γ1 − α3) = 0,

(3.16)

dove ωξη, ωηζ e ωζξ sono, rispettivamente le rotazioni attorno agli assi ζ, ξ e
η.

Di seguito sono schematizzati i diciotto modi deformativi dell'elemen-
to tridimensionale: è indicata la scelta del parametro deformativo, il tipo
di modo deformativo che si ottiene con tale scelta, il sistema di equazioni
di�erenziali che lo individua e il campo di spostamenti. Inoltre, dopo ogni
gruppo di deformazioni dello stesso tipo è data una rappresentazione di esse.

• e1 = Eξ: allungamento in direzione ξ

� sistema associato 



u,ξ = Eξ
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0
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� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = Eξξ

v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = 0;

(3.17)

• e2 = Eη: allungamento in direzione η

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = Eη
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = Eηη

w(ξ, η, ζ) = 0;
(3.18)

• e3 = Eζ : allungamento in direzione ζ

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = Eζ

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = Eζζ;

(3.19)

• e4 = Sξη: scorrimento nel piano ξη
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Fig. 3.4: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: rappresentazione
degli allungamenti nelle direzioni ξ, η e ζ.

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = Sξη

1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) =
1
2
Sξηη

v(ξ, η, ζ) =
1
2
Sξηξ

w(ξ, η, ζ) = 0;

(3.20)

• e5 = Sξζ : scorrimento nel piano ξζ

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = Sξζ

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) =
1
2
Sξζζ

v(ξ, η, ζ) = 0

w(ξ, η, ζ) =
1
2
Sξζξ;

(3.21)
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• e6 = Sηζ : scorrimento nel piano ηζ

� sistema associato




u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = Sηζ

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0

v(ξ, η, ζ) =
1
2
Sηζζ

w(ξ, η, ζ) =
1
2
Sηζη;

(3.22)

Fig. 3.5: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: rappresentazione
degli scorrimenti nei piani ξη, ξζ e ηζ.

• e7 = Tζ : torsione attorno all'asse ζ

� sistema associato




u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] =
1
2
Tζζ

1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0
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� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) =
1
2
Tζηζ

v(ξ, η, ζ) =
1
2
Tζξζ

w(ξ, η, ζ) = −1
2
Tζξη;

(3.23)

• e8 = Tη: torsione attorno all'asse η

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] =
1
2
Tηη

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) =
1
2
Tηηζ

v(ξ, η, ζ) = −1
2
Tηξζ

w(ξ, η, ζ) =
1
2
Tηξ;

(3.24)

• e9 = Tξ: torsione attorno all'asse ξ

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] =
1
2
Tξξ

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = −1
2
Tξηζ

v(ξ, η, ζ) =
1
2
Tξξζ

w(ξ, η, ζ) =
1
2
Tξξη;

(3.25)
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Fig. 3.6: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: rappresentazione
delle torsioni attorno agli assi ζ, η e ξ.

• e10 = Hξη: clessidra nel piano ξη lungo ξ

� sistema associato 



u,ξ = Hξηη
1
2

[u,η + v,ξ] =
1
2
Hξηξ

1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti
u(ξ, η, ζ) = Hξηξη

v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = 0;

(3.26)

• e11 = Hηξ: clessidra nel piano ξη lungo η

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] =
1
2
Hηξη

1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = Hηξη
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = Hηξξη

w(ξ, η, ζ) = 0;
(3.27)
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• e12 = Hξζ : clessidra nel piano ξζ lungo ξ

� sistema associato 



u,ξ = Hξζζ
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] =
1
2
Hξζξ

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti
u(ξ, η, ζ) = Hξζξζ

v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = 0;

(3.28)

• e13 = Hζξ: clessidra nel piano ξζ lungo ζ

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] =
1
2
Hζξζ

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = Hζξξ

� campo di spostamenti
u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = Hζξξζ;

(3.29)

• e14 = Hηζ : clessidra nel piano ηζ lungo η

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = Hηζζ
1
2

[v,ζ + w,η] =
1
2
Hηζη

w,ζ = 0
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� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = Hηζηζ

w(ξ, η, ζ) = 0;
(3.30)

• e15 = Hζη: clessidra nel piano ηζ lungo ζ

� sistema associato




u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] =
1
2
Hζηζ

w,ζ = Hζηη

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = Hζηηζ;

(3.31)

Fig. 3.7: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: rappresentazione
delle clessidre.

• e16 = DHξ: doppia clessidra attorno all'asse ξ
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� sistema associato 



u,ξ = DHξηζ
1
2

[u,η + v,ξ] =
1
2
DHξξζ

1
2

[u,ζ + w,ξ] =
1
2
DHξξη

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] = 0

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = DHξξηζ

v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = 0;

(3.32)

• e17 = DHη: doppia clessidra attorno all'asse η

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] =
1
2
DHηηζ

1
2

[u,ζ + w,ξ] = 0

v,η = DHηξζ
1
2

[v,ζ + w,η] =
1
2
DHηξη

w,ζ = 0

� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = DHηξηζ

w(ξ, η, ζ) = 0;
(3.33)

• e18 = DHζ : doppia clessidra attorno all'asse ζ

� sistema associato 



u,ξ = 0
1
2

[u,η + v,ξ] = 0
1
2

[u,ζ + w,ξ] =
1
2
DHζηζ

v,η = 0
1
2

[v,ζ + w,η] =
1
2
DHζξζ

w,ζ = DHζξη
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� campo di spostamenti

u(ξ, η, ζ) = 0
v(ξ, η, ζ) = 0
w(ξ, η, ζ) = DHζξηζ;

(3.34)

Fig. 3.8: Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi: rappresentazione
delle doppie clessidre.

3.3 De�nizione degli invarianti deformativi
Dopo aver indicato le scelte dei modi e aver caratterizzato ognuno di essi
attraverso l'individuazione di un parametro deformativo, ora si vogliono de-
terminare delle relazioni che permettano il passaggio dalla rappresentazione
cartesiana dell'elemento ad una descrizione tramite i parametri cinematici
dell'elemento, senza passare attraverso formulazioni di tipo corotazionale.

Per fare questo, si consideri una generica con�gurazione deformata del-
l'elemento. Per ogni modo deformativo si vuole individuare una grandezza
avente le seguenti caratteristiche: è diversa da zero se sul corpo agisce il modo
deformativo a cui essa rimane associata, mentre è nulla se questo modo non
viene attivato, e, inoltre, il suo valore risulta indipendente dalla presenza dei
moti rigidi. Così, una si�atta misura risulta univocamente associata ad un
modo deformativo e, inoltre, rende i contributi al tensore delle deformazioni
fra loro indipendenti e pertanto sommabili.

La misura appena descritta, che sarà chiamata invariante deformati-
vo, rappresenta una distanza relativa fra punti nella generica con�gurazione
deformata e risulta dipendente dai parametri cinematici dell'elemento.

Nel seguito ci si riferirà alla distanza euclidea fra i punti pi, pj dell'ele-
mento nella con�gurazione generica con

D(pi, pj) =
√[

ξp
i + up

i − ξp
j − up

j

]2 +
[
ηp

i + vp
i − ηp

j − vp
j

]2 +
[
ζp
i + wp

i − ζp
j − wp

j

]2
(3.35)

dove ξp
i , ηp

i e ζp
i sono, rispettivamente, le coordinate iniziali ξ, η e ζ dei punti

pi e up
i , vp

i e wp
i sono i rispettivi spostamenti.
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3.3.1 Elemento �nito bidimensionale a quattro nodi
Si illustrerà ora come è possibile determinare gli invarianti deformativi; per
semplicità ci si riferirà al caso, comunque esaustivo, dell'allungamento in
direzione ξ.

Si consideri (Fig. 3.9) la distanza D(m13,m24) tra i punti medi m13 e
m24 dei segmenti congiungenti, rispettivamente, i nodi n1 e n3 ed i nodi n2

e n4.

x

h

Fig. 3.9: Elemento �nito bidimensionale a quattro nodi: de�nizione dei
punti.

Si osserva che questa distanza è invariante, al primo ordine di approssi-
mazione, per i modi deformativi di tipo: allungamento in direzione η, scorri-
mento S e clessidre in direzione ξ e η come mostrato, rispettivamente, nelle
Fig. 3.10(a), Fig. 3.10(b), Fig. 3.10(c) e Fig. 3.10(d). La distanza se-
lezionata D(m13,m24), di fatto, cambia solo se la con�gurazione deformata
dell'elemento coinvolge anche il modo deformativo di tipo allungamento in
direzione ξ (Fig. 3.10(e)).

Si de�nisce, allora, invariante IEξ associato al modo deformativo di tipo
allungamento in direzione ξ la quantità:

IEξ = D(m13,m24)− 2hξ. (3.36)

Essa soddisfa le due richieste dell'invariante, ovvero è nulla se non viene
attivato l'allungamento in direzione ξ, mentre varia se esso viene attiva-
to. Inoltre, essendo per de�nizione la di�erenza tra la distanza attuale
D(m13,m24) e quella iniziale 2hξ, non risente della presenza dei moti rigidi
ed indica esattamente anche la misura dell'allungamento nella direzione ξ

subito dall'elemento, ovvero:

IEξ = 2Eξhξ. (3.37)

Dall'uguaglianza delle due equazioni (3.36) e (3.37) è allora possibile es-
primere il parametro deformativo in termini di parametri cinematici dell'ele-
mento.
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Fig. 3.10: Elemento �nito bidimensionale a quattro nodi: costruzione
dell'invariante deformativo IEξ.

In modo simile a quanto fatto per il modo di tipo allungamento, anche per
gli altri modi deformativi è possibile determinare delle grandezze invarianti.
Quello che si è ottenuto è sintetizzato nell'elenco che segue:

• allungamento in direzione ξ:

IEξ = D(m13,m24)− 2hξ, Eξ =
IEξ

2hξ
;

• allungamento in direzione η:

IEη = D(m12,m34)− 2hη, Eη =
IEη

2hη
;

• scorrimento:

IS = D(n1, n4)−D(n2, n3), S =
IS

√
(hξ)2 + (hη)2

8hηhξ
;

• clessidra in direzione ξ:

IHξ = D(n1, n2)−D(n3, n4), Hξ =
IHξ

4hξhη
;

• clessidra in direzione η:

IHη = D(n1, n3)−D(n2, n4), Hη =
IHη

4hηhξ
;
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3.3.2 Elemento �nito tridimensionale ad otto nodi
In questa sezione si estendono, al caso tridimensionale, le de�nizioni delle
grandezze invarianti date nel paragrafo precedente, riferendosi all'elemento
�nito in cui gi è il punto centrale dell' i-sima faccia (Fig. 3.11).

x

h
z

Fig. 3.11: Elemento �nito tridimensionale a otto nodi: de�nizione dei punti.

I parametri deformativi considerati sono quelli de�niti nel paragrafo 3.2.
Di seguito sono schematizzati per gruppi di deformazione, le de�nizioni degli
invarianti e le espressioni dei parametri deformativi in loro dipendenza.

• Invarianti deformativi associati ai modi deformativi di tipo allunga-
mento:

IEξ = D(g1, g2)− 2hξ, Eξ =
IEξ

2hξ
;

IEη = D(g3, g4)− 2hη, Eη =
IEη

2hη
;

IEζ = D(g5, g6)− 2hζ , Eζ =
IEζ

2hζ
.

• Invarianti deformativi associati ai modi deformativi di tipo scorrimen-
to:

ISξη = D(n1, n4) + D(n5, n8)−D(n2, n3)−D(n6, n7), Sξη =
ISξη

√
(hξ)2 + (hη)2

16hξhη
;

ISξζ = D(n1, n6) + D(n3, n8)−D(n2, n5)−D(n4, n7), Sξζ =
ISξζ

√
(hξ)2 + (hζ)2

16hξhζ
;

ISηζ = D(n2, n8) + D(n1, n7)−D(n4, n6)−D(n3, n5), Sηζ =
ISηζ

√
(hη)2 + (hζ)2

16hηhζ
.

• Invarianti deformativi associati ai modi deformativi di tipo torsione:

ITζ = D(n2, n3) + D(n5, n8)−D(n1, n4)−D(n6, n7), Tζ =
ITζ

√
(hξ)2 + (hη)2)

16hξhηhζ
;

ITη = D(n2, n5) + D(n3, n8)−D(n1, n6)−D(n4, n7), Tη =
ITη

√
(hξ)2 + (hζ)2

16hξhηhζ
;

ITξ = D(n2, n8) + D(n3, n5)−D(n1, n7)−D(n4, n6), Tξ =
ITξ

√
(hη)2 + (hζ)2

16hξhηhζ
.
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• Invarianti deformativi associati ai modi deformativi di tipo doppia
clessidra:

IHξη = D(n3, n4) + D(n7, n8)−D(n1, n2)−D(n5, n6), Hξη =
IHξη

8hξhη
;

IHηξ = D(n2, n4) + D(n6, n8)−D(n1, n3)−D(n5, n7), Hηξ =
IHηξ

8hξhη
;

IHξζ = D(n5, n6) + D(n7, n8)−D(n1, n2)−D(n3, n4), Hξζ =
IHξζ

8hξhζ
;

IHζξ = D(n2, n6) + D(n4, n8)−D(n1, n5)−D(n3, n7), Hζξ =
IHζξ

8hξhζ
;

IHηζ = D(n5, n7) + D(n6, n8)−D(n1, n3)−D(n2, n4), Hηζ =
IHηζ

8hηhζ
;

IHζη = D(n3, n7) + D(n4, n8)−D(n1, n5)−D(n2, n6), Hζη =
IHζη

8hηhζ
.

• Invarianti deformativi associati ai modi deformativi di tipo clessidra:

IDHξ = D(n1, n2) + D(n7, n8)−D(n3, n4)−D(n5, n6), DHξ =
IDHξ

8hξhηhζ
;

IDHη = D(n1, n3) + D(n6, n8)−D(n2, n4)−D(n5, n7), DHη =
IDHη

8hξhηhζ
;

IDHζ = D(n1, n5) + D(n4, n8)−D(n2, n6)−D(n3, n7), DHζ =
IDHζ

8hξhηhζ
.

La de�nizione degli invarianti per ogni modo deformativo può essere ot-
tenuta dall'analisi di tutte le distanze tra i punti dell'elemento. Tuttavia,
un processo inverso può essere comunque percorribile. Infatti, le espressioni
degli invarianti possono essere �ssate a priori come funzioni degli sposta-
menti nodali. Per ottenere, poi, il campo di spostamenti per ogni invariante,
si de�nisce un sistema lineare ottenuto richiedendo che per ogni �ssato in-
variante vengano soddisfatte le sue due caratteristiche. In tal senso, l'ap-
proccio risulta sistematico ed acquisisce generalità se applicato agli elementi
isoparametrici.

3.4 Contributi al tensore delle deformazioni
Dopo aver de�nito le cinematiche di base ed individuato gli invarianti de-
formativi che permettono di ritornare alla formulazione dei parametri cine-
matici, il passo successivo è quello di calcolare il tensore delle deformazioni.
Avendo reso i modi deformativi fra loro indipendenti, le componenti del ten-
sore delle deformazioni sono ottenute sommando i contributi di ogni singolo
modo deformativo. Inoltre, è possibile limitarsi alla scelta dei soli contribu-
ti lineari poiché le componenti non lineari vengono recuperate tramite le
de�nizioni dei parametri deformativi come funzione degli invarianti.

Nel caso bidimensionale l'espressione del tensore delle deformazioni in
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funzione dei parametri deformativi, pertanto, risulta:




εξξ = Eξ + Hξη

εξη = εηξ =
1
2
Hξξ +

1
2
Hηη + S

εηη = Eη + Hηξ

(3.38)

mentre nel caso tridimensionale si ha:




εξξ = Eξ + Hξηη + Hξζζ + DHξηζ

εξη = εηξ =
1
2
Hξηξ +

1
2
Hηξη + Sξη +

1
2
DHξξζ +

1
2
DHηηζ + Tζζ

εξζ = εζξ =
1
2
Hξζξ +

1
2
Hζξζ + Sξζ +

1
2
DHξξη +

1
2
DHζηζ + Tηη

εηη = Eη + Hηξξ + Hηζζ + DHηξζ

εηζ = εζη =
1
2
Hηζη +

1
2
Hζηζ + Sηζ +

1
2
DHηξη +

1
2
DHζξζ + Tξξ

εζζ = Eζ + Hζξξ + Hζηη + DHζξη.
(3.39)

Nelle formulazioni (3.38) e (3.39) compaiono in modo esplicito i con-
tributi attivati da ogni deformazione. Questa formulazione risulta molto
vantaggiosa poiché rende possibile il controllo degli e�etti di locking. In par-
ticolare, nelle analisi e�ettuate, al �ne di eliminare questi e�etti, si è deciso
di omettere i contributi delle clessidre nelle componenti taglianti del tensore
delle deformazioni, ottenendo per il caso bidimensionale:





εξξ = Eξ + Hξη

εξη = εηξ = S

εηη = Eη + Hηξ

(3.40)

e per quello tridimensionale:




εξξ = Eξ + Hξηη + Hξζζ + DHξηζ

εξη = εηξ = Sξη +
1
2
DHξξζ +

1
2
DHηηζ + Tζζ

εξζ = εζξ = Sξζ +
1
2
DHξξη +

1
2
DHζηζ + Tηη

εηη = Eη + Hηξξ + Hηζζ + DHηξζ

εηζ = εζη = Sηζ +
1
2
DHηξη +

1
2
DHζξζ + Tξξ

εζζ = Eζ + Hζξξ + Hζηη + DHζξη.

(3.41)

Determinato il nuovo tensore delle deformazioni, (3.40) per il caso bidi-
mensionale e (3.41) per quello tridimensionale, il passo successivo è sosti-
tuire le espressioni ottenute nella formulazione dell' energia potenziale. In-
�ne, procedendo con l'analisi dinamica si è osservato che con questa nuova
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espressione del tensore delle deformazioni il costo computazionale richiesto,
in termini di allocazione di memoria e tempo di calcolo, risulta molto piccolo
e ridotto di circa un terzo se confrontato con quello richiesto dalla classica
formulazione non lineare completa.

3.5 Risultati numerici
In questo paragrafo sono presentati alcuni test e�ettuati con la nuova for-
mulazione, sia in ambito bidimensionale che tridimensionale.

3.5.1 L-shaped block
Si ripropone il moto dell' L-shaped block già analizzato nel paragrafo 2.3.1.
In questo caso, a di�erenza di quanto già fatto precedentemente, si è e�et-
tuata l'analisi scegliendo due valori del modulo di Young E = 107 N/m2 e
E = 104 N/m2, nel seguito ci si riferirà alla prima scelta indicandola col
termine quasi-rigido e alla seconda con il termine morbida.

In Fig. 3.12 è mostrata una sequenza di deformate plottate ogni secondo
per il caso quasi-rigido, mentre Fig. 3.13 indica le deformate ottenute nel
caso morbido. I risultati ottenuti sono simili a quelli riportati in Betsch e
Steinmann [7] e Lopez e Russo [28] ottenuti con formulazioni di�erenti.

Fig. 3.12: L-shaped block E = 107 N/m2: sequenza di deformate nel caso
quasi-rigido.

Fig. 3.13: L-shaped block E = 104 N/m2: sequenza di deformate nel caso
morbido.
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3.5.2 Toss rule nel piano
In questa sezione si analizza il moto di un piastrina discretizzata attraver-
so 30 elementi tridimensionali ad otto nodi. Le costanti materiali utilizzate
sono E = 2.06 1011 N/m2, ν = 0 e ρ = 7.8 103 kg/m3. La geometria, la po-
sizione e l'andamento dei carichi esterni p sono indicate in Fig. 3.14. In Fig.
3.15 è mostrata una sequenza di deformate plottate nell'intervallo di tempo
[0 s, 0.1 s]. I risultati ottenuti sono simili a quelli ottenuti da Kuhl e Ramm
[20] utilizzando elementi 8-node shell e da Lopez e Russo [28] utilizzando un
elemento piano a sei nodi.

Fig. 3.14: Toss rule nel piano: con�gurazione iniziale, mesh, andamento dei
carichi esterni.

Fig. 3.15: Toss rule nel piano: sequenza di deformate.

3.5.3 Toss rule nello spazio
La stessa piastrina dell'esempio precedente è ora sollecitata in modo da
muoversi nello spazio. La posizione dei carichi p e l'andamento sono mostrati
in Fig. 3.16. In Fig. 3.17 è mostrata una sequenza di deformate nell'inter-
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vallo di tempo [0 s, 0.4 s] ed esse sono confrontabili con quelle riportate da
Kuhl e Ramm [20, 21].

Fig. 3.16: Toss rule nello spazio: con�gurazione iniziale, mesh, andamento
dei carichi esterni.

Fig. 3.17: Toss rule nello spazio: sequenza di deformate.
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Capitolo 4

Analisi di un modello non lineare di trave
alla Timoshenko con il metodo delle scale

multiple

La ricerca si riferisce all'analisi di stutture di travi con modellizzazione alla
Timoshenko.

In letteratura, nell'ambito delle soluzioni con il metodo delle scale mul-
tiple, tale modello non è stato a�rontato poiché presenta maggiori di�coltà
analitiche e numeriche. Tali di�coltà risiedono, principalmente, nell'intro-
duzione della deformazione tagliante, che implica una risoluzione di due
equazioni di�erenziali alle derivate parziali relative, rispettivamente, allo
spostamento trasversale ed alla rotazione della sezione. Chiaramente, la
complessità è dovuta alla non linearità geometrica, introdotta dallo sforzo
membranale derivante dagli spostamenti assiali. In e�etti, soluzioni analitiche
e numeriche derivanti dall'applicazione del metodo delle scale multiple risul-
tano più semplici per equazioni (anche se del 4◦ ordine) comprendenti solo
sforzo �essionale. Lo scopo è, dunque, quello di indagare le potenzialità del
metodo delle scale multiple in problemi di equazioni accoppiate alle derivate
parziali per ottenere in forma analitica la soluzione di un modello di trave
alla Timoshenko per grandi spostamenti.

In questo capitolo, dapprima, è data una formulazione non lineare per
descrivere il moto piano di una trave. Poi, mediante la tecnica delle scale
multiple, sono ottenuti una serie di sistemi delle equazioni del moto, og-
nuno relativo al generico ordine perturbativo. In�ne, è analizzato il caso del
sistema al primo ordine.
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4.1 Equazioni del moto
Si consideri una trave di materiale iperelastico omogeneo. Si indichino con
ei (i = 1, 2, 3) i vettori unitari ortonormali del sistema di riferimento inerziale
nello spazio Euclideo E3. La posizione del punto materiale lungo l'asse della
trave è data da: x = xe1 dove x indica la coordinata lungo l'asse della trave
nella con�gurazione indeformata C0 e varia nel supporto compatto D :=
{x|x ∈ [0, L]} con L lunghezza della trave.

La generica sezione nella con�gurazione di riferimento C0 è individuata
da una coppia di vettori ortonormali a2 ed a3, tali che a1 := a2 × a3 e per
cui risulta che la terna (a1, a2, a3) è una base ortonormale.

Fig. 4.1: Con�gurazione indeformata C0 e generica C della trave.

Si indichi con u := ue1 + ve2 il vettore che individua lo spostamento
dalla con�gurazione di riferimento C0 alla con�gurazione deformata C. Al-
lora, una generica sezione della con�gurazione deformata è individuata dal
vettore di posizione p(x, t) := x + u e da una coppia di direzioni ortonor-
mali b2(x, t) e b3(x, t) (b1 := b2 × b3). Le direzioni bi (i = 1, 2) sono
ottenute da ai attraverso rotazioni �nite attorno all'asse a3 descritte tramite
il tensore ortogonale di rotazione R(x, t), ristretto al piano individuato da
a1 e a2. Pertanto bi può essere espresso come segue: bi = Rai, ovvero
Ra1 = (cos(θ), sin(θ))T e Ra2 = (− sin(θ), cos(θ))T .

Per ottenere il modello meccanico è necessario imporre le condizioni di
equilibrio della quantità di moto e del momento della quantità di moto.
Pertanto, siano:





ν := (1 + ux) cos θ + vx sin θ

η := (1 + ux)(− sin θ) + vx cos θ

µ := θx

(4.1)

rispettivamente, la dilatazione lineare, lo scorrimento angolare e la curvatu-
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ra elastica. Siano, inoltre, px := (1 + ux)e1 + vxe2 la derivata del vettore
di posizione, f(x, t) la densità di forze distribuite per unità di lunghezza,
n := N(x, t)b1 + H(x, t)b2 la forza di contatto ed m := M(x, t)e3 la cop-
pia, mutuamente esercitate da due sezioni adiacenti, dove N e H indicano
rispettivamente lo sforzo assiale e il taglio ed M il momento �ettente.

Fig. 4.2:

Utilizzando la prima legge del moto, si procede al bilanciamento della
quantità di moto. Si impone, quindi, che la risultante delle forze interne ed
esterne sia uguale alla variazione nel tempo della quantità di moto:

−n(x1, t) + n(x, t) +
∫ x

x1

f(ξ, t)dξ =
d

dt

∫ x

x1

ρAptdξ.

Riscrivendo i primi due addendi sotto forma di integrale si ha:
∫ x

x1

dn
dξ

dξ +
∫ x

x1

f(ξ, t)dξ =
∫ x

x1

ρApttdξ.

Poiché tale identità deve essere veri�cata ∀ [x1, x] ⊂ [0, L] ne segue che:

dn
dx

+ f = ρAptt. (4.2)

Si procede, poi, al bilanciamento del momento della quantità di moto.
Inizialmente non si considerano gli aspetti legati all'inerzia rotatoria.

La risultante dei momenti delle forze rispetto al polo scelto O è:

p(x1, t)×(−n(x1, t))+p(x, t)×(−n(x, t))−m(x1, t)+m(x, t)+
∫ x

x1

[p(ξ, t)×f(ξ, t)]dξ,

che può essere riscritta come:
∫ x

x1

(p× n)ξdξ +
∫ x

x1

mξdξ +
∫ x

x1

p× fdξ,
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Fig. 4.3: Sezione piana della trave

e ancora: ∫ x

x1

[p× (nξ + f)]dξ +
∫ x

x1

[(pξ × n) +mξ]dξ.

Utilizzando l'espressione ottenuta nella (4.2) per il primo addendo, si ha:
∫ x

x1

p× (ρAptt)dξ +
∫ x

x1

[(pξ × n) +mξ]dξ.

Questa risultante deve essere uguale alla variazione nel tempo del mo-
mento della quantità di moto, ovvero a:

d

dt

[∫ x

x1

p× (ρApt)dξ

]
.

Uguagliando le due espressioni ottenute ne segue che:
∫ x

x1

p× (ρAptt)dξ +
∫ x

x1

[(pξ × n) +mξ]dξ =
d

dt

[∫ x

x1

p× (ρApt)dξ

]
,

da cui:
(px × n) +mx = 0. (4.3)

Si considerino ora gli aspetti dell'inerzia rotatoria. La risultante dei mo-
menti rimane invariata, pertanto bisogna calcolare soltanto il momento della
quantità di moto di un punto generico.

La posizione di un punto generico sulla trave può essere individuata,
come mostra la Fig. 4.1, dal vettore p(S, x, t) = p(x, t) + Sb2, quindi il suo
momento risultante sarà:

τ = ρ(adS)dx(pt + Sb2t).
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Ricordando che
b2 = − sin θe1 + cos θe2,

b2t = −θt cos θe1 − θt sin θe2 = −θtb1

τ = ρadSdx(pt − θtSb1),
,

si ha:

p(S, x, t)× ρadSdx(pt − θtSb1) = ρadSdx[(p+ Sb2)× (pt − θtSb1)]

= ρadSdx[(p× pt)− (p× θtSb1) + (Sb2 × pt)− (S2θtb2 × b1)]

= ρadSdx[(p× pt)− θtS(p× b1) + S(b2 × pt)− S2θte3].

Analogamente a quanto fatto in precedenza, si calcola la variazione nel tempo
del momento della quantità di moto:

d

dt

[∫ x

x1

∫ h
2

−h
2

p× ρa(pt − θtSb1)dSdξ

]

=
d

dt

{∫ x

x1

∫ h
2

−h
2

ρa[(p× pt)− θtS(p× b1) + S(b2 × pt)− S2θte3]dSdξ

}

=
d

dt

∫ x

x1

[
ρA(p× pt) + θt

∫ h
2

−h
2

S2ρadSe3

]
dξ

=
d

dt

∫ x

x1

[ρA(p× pt) + ρθtJe3] dξ

=
∫ x

x1

[ρA(p× ptt) + ρθttJe3] dξ

dove il momento d'inerzia J rispetto ad e3 è:

J :=
∫ h

2

−h
2

S2adS.

Ricordando quanto ottenuto per la (4.3), ne segue l'equazione di bilancia-
mento:

px × n+mx = ρJθtte3. (4.4)
che tiene conto dell'inerzia rotatoria. Riassumendo, le equazioni di equilibrio
risultano: {nx + f = ρAptt

px × n+mx = ρJθtte3
(4.5)

e trascurando, almeno inizialmente, le forze distribuite si ha:
{nx = ρAptt

px × n+mx = ρJθtte3.
(4.6)
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4.2 Analisi asintotica
Per determinare una soluzione approssimata del sistema (4.6) si utilizza il
metodo delle scale multiple (ref1.2). Si introducono, allora, due scale tem-
porali t0 = t e t2 =

ε2

2!
t. Le derivate nel tempo t si trasformano come

segue:

d

dt
= D0 +

ε2

2!
D2 + ...

d2

dt2
= D2

0 + ε2D0D2 + ...

dove Dn =
∂

∂tn
. Dalle precedenti ipotesi di riduzione nel tempo si ha:

θt = ε∂t0θ1 +
ε2

2!
∂t0θ2 +

ε3

3!
∂t0θ3 +

ε3

2!
∂t2θ1 + O(ε4),

θtt = ε∂2
t0θ1 +

ε2

2!
∂2

t0θ2 +
ε3

3!
(
∂2

t0θ3 + 3!∂2
t0t2θ1

)
+ O(ε4),

ptt = ε(∂2
t0u1) +

ε2

2!
∂2

t0u2 +
ε3

3!
(
∂2

t0u3 + 3!∂2
t0t2u1

)
+ O(ε4).

Per ottenere una soluzione del sistema (4.6) si considerano le seguenti espan-
sioni:

u = εu1 +
ε2

2!
u2 +

ε3

3!
u3 + O(ε4),

n = εn1 +
ε2

2!
n2 +

ε3

3!
n3 + O(ε4),

nx = εn1x +
ε2

2!
n2x +

ε3

3!
n3x + O(ε4),

mx = Mxe3,

dove il pedice i indica ∂i

∂εi

∣∣∣∣∣
ε=0

, ovvero la derivata i-esima rispetto ad ε valu-

tata per ε = 0.
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Si calcolano separatamente i termini dell'espansione:

n1 =
∂n
∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∂N

∂ε
b1 + N

∂b1

∂ε
+

∂H

∂ε
b2 + H

∂b2

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= N1a1 + H1a2;

n2 =
∂2n
∂ε2

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∂

∂ε

[
∂N

∂ε
b1 + N

∂b1

∂ε
+

∂H

∂ε
b2 + H

∂b2

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= (N2 − 2θ1H1)a1 + (2N1θ1 + H2)a2;

n3 =
∂3n
∂ε3

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂N

∂ε
b1 + N

∂b1

∂ε
+

∂H

∂ε
b2 + H

∂b2

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= (N3 − 3N1θ
2
1 − 3H2θ1 − 3H1θ2)a1 + (H3 + 3N2θ1 + 3N1θ2 − 3H1θ

2
1)a2;

n1x = N1xa1 + H1xa2;

n2x = (N2x − 2θ1xH1 − 2θ1H1x)a1 + (2N1xθ1 + 2N1θ1x + H2x)a2;

n3x = [N3x − 3(N1xθ2
1 + 2N1θ1θ1x)− 3(H2xθ1 + H2θ1x)− 3(H1xθ2 + H1θ2x)]a1+

[H3x + 3(N2xθ1 + N2θ1x) + 3(N1xθ2 + N1θ2x)− 3(H1xθ2
1 + 2H1θ1θ1x)]a2.

Scegliendo il legame costitutivo elastico lineare:

N = EA(ν + 1),
H = GA∗η,

M = EJµ,

si determinano le seguenti espressioni, necessarie nell'analisi asintotica, di
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ν1, ν2, ν3, η1, η2, η3, µ1, µ2, µ3:

ν1 =
∂ν

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= u1x cos(θ) + ux − sin(θ)θ1 + v1x cos(θ)θ1

∣∣∣∣∣
ε=0

= u1x;

ν2 =
∂

∂ε

[
∂ν

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= u2x cos θ − 2u1x sin θθ1 − (1 + ux) cos θθ2
1 − (1 + ux) sin θθ2

+v2x sin θ + 2v1x cos θθ1 − vx sin θθ2
1 + vx cos θθ2

∣∣∣∣∣
ε=0

= u2x − θ2
1 + 2v1xθ1;

ν3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂ν

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= u3x cos θ − 3u2x sin θθ1 − 3u1x cos θθ2
1 − 3u1x sin θθ2

+sin θθ3
1 + ux sin θθ3

1 − 3 cos θθ1θ2 − 3ux cos θθ1θ2 − sin θθ3 − ux sin θθ3 + v3x sin θ

+3v2x cos θθ1 − 3v1x sin θθ2
1 + 3vx cos θθ2 − vx cos θθ3

1 − 3vx sin θθ1θ2 + vx cos θθ3

∣∣∣∣∣
ε=0

= u3x − 3u1xθ2
1 − 3θ1θ2 + 3v2xθ1 + v1xθ2;

η1 =
∂η

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= cos θ1(1 + ux)− sin θu1x + v1x cos θ − vx sin θθ1

∣∣∣∣∣
ε=0

= −θ1 + v1x;

η2 =
∂

∂ε

[
∂η

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= sin θθ2
1(1 + ux)− cos θθ2(1 + ux)− 2 cos θθ1u1x − sin θu2x+

v2x cos θ − v1x sin θθ1 − v1x sin θθ1 − vx cos θθ2
1 − vx sin θθ2

∣∣∣∣∣
ε=0

= −θ2 − 2θ1u1x + v2x;

η3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂η

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= −u3x sin θ − 3u2x cos θθ1 + 3u1x sin θθ2
1 − 3u1x cos θθ2

+cos θθ3
1 + ux cos θθ3

1 + 3 sin θθ1θ2 + 3ux sin θθ1θ2 − cos θθ3 − ux cos θθ3 + v3x cos θ

−3v2x sin θθ1 − 3v1x cos θθ2
1 − 3v1x sin θθ2 + vx sin θθ3

1 − 3vx cos θθ1θ2 − vx sin θθ3

∣∣∣∣∣
ε=0

= −3u2xθ1 − 3u1xθ2 + θ3
1 − θ3;
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µ1 =
∂µ

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= θ1x;

µ2 =
∂

∂ε

[
∂µ

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= θ2x;

µ3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂µ

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= θ3x;

Dopo aver determinato le espressioni precedenti, è possibile calcolare le
seguenti quantità:

N1 =
∂N

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= EAν1 = EAu1x;

N2 =
∂

∂ε

[
∂N

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= EAν2 = EA(u2x − θ2
1 + 2v1xθ1);

N3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂N

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= EAν3 = EA(u3x − 3u1xθ2
1 − 3θ1θ2 + 3v2xθ1 + 3v1xθ2);

N1x = EAu1xx;

N2x = EA(u2xx − 2θ1θ1x + 2v1xxθ1 + 2v1xθ1x);

N3x = EA(u3xx − 3u1xxθ2
1 − 3u1x − 6θ1θ1x − 3θ1xθ2 − 3θ1θ2x);

H1 =
∂H

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= GA∗η1 = GA∗(−θ1 + v1x);

H2 =
∂

∂ε

[
∂H

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= GA∗η2 = GA∗(−θ2 − 2θ1u1x + v2x);

H3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂H

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= GA∗η3 = GA∗(−3u2xθ1 − 3u1xθ2 + θ3
1 − θ3);

H1x = GA∗(−θ1x + v1xx);

H2x = GA∗(−θ2x − 2θ1xu1x − 2θ1u1xx + v2xx);

H3x = GA∗(−3u2xxθ1 − 3u2xθ1x − 3u1xxθ2 − 3u1xθ2x + 3θ2
1θ1x − θ3x);
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e
M1 =

∂M

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= EJµ1 = EJθ1x;

M2 =
∂

∂ε

[
∂M

∂ε

]∣∣∣∣∣
ε=0

= EJµ2 = EJθ2x;

M3 =
∂

∂ε

{
∂

∂ε

[
∂M

∂ε

]}∣∣∣∣∣
ε=0

= EJµ3 = EJθ3x;

M1x = EJθ1xx;

M2x = EJθ2xx;

M3x = EJθ3xx.

Attraverso le espressioni precedenti si procede alla determinazione dei
prodotti νH ed ηN :

νH = εH1 +
ε2

2!
(2ν1H1 + H2) +

ε3

3!
(3ν2H1 + 3ν1H2 + H3),

ηN =
ε2

2!
2η1N1 +

ε3

3!
(+3η2N1 + 3η1N2).

In questo modo è possibile riscrivere il sistema delle equazioni del moto come
segue:




εn1x +
ε2

2!
n2x +

ε3

3!
n3x = ρA

(
ε(∂2

t0u1) +
ε2

2!
∂2

t0u2 +
ε3

3!
(
∂2

t0u3 + 3!∂2
t0t2u1

))

εM1x +
ε2

2!
M2x +

ε3

3!
M3x + εH1 +

ε2

2!
(2ν1H1 + H2 − 2η1N1)+

ε3

3!
(3ν2H1 + 3ν1H2 + H3 − 3η2N1 − 3η1N2) = ρJ

(
ε∂2

t0θ1 +
ε2

2!
∂2

t0θ2 +
ε3

3!
(
∂2

t0θ3 + 3!∂2
t0t2θ1

))
.

Dal sistema precedente è possibile estrarre le espressioni dei sistemi pertur-
bativi ad ordini diversi. In particolare si ha:
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Ordine ε :



n1x − ρA
∂2u1

∂t02 = 0

M1x + H1 − ρJ
∂2θ1

∂t02 = 0

Ordine ε2 :



n2x − ρA
∂2u2

∂t02 = 0

M2x + H2 − ρJ
∂2θ2

∂t02 = −2ν1H1 + 2η1N1

Ordine ε3 :



n3x − ρA
∂2u3

∂t02 = 3!ρA
∂2u1

∂t0∂t2

M3x + H3 − ρJ
∂2θ3

∂t02 = −3ν2H1 − 3ν1H2 + 3η2N1 + 3η1N2 + 3!ρJ
∂2θ1

∂t0∂t2

4.3 Equazioni del moto al primo ordine
Il sistema perturbativo al primo ordine delle equazioni del moto risulta:





N1xe1 + H1xe2 − ρA
∂2(u1e1 + v1e2)

∂t02 = 0

EJθ1xx + H1 − ρJ
∂2θ1

∂t02 = 0

ovvero, proiettando le quantità vettoriali lungo le direzioni e1 ed e2:




EAu1xx − ρA
∂2u1

∂t02 = 0

GA∗(−θ1x + v1xx)− ρA
∂2v1

∂t02 = 0

EJθ1xx + GA∗(−θ1 + v1x)− ρJ
∂2θ1

∂t02 = 0.

(4.7)

Per rendere le equazioni adimensionali si considerano le variabili, indicate
con l'asterisco, seguenti:

x∗ =
x

L
, u∗ =

u
L

, t∗ = ωct,

con ωc =

√
E

ρL2
.
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Dalle espressioni precedenti si ricava:

ux = u∗x∗ , uxx =
1
L
u∗x∗x∗ , ut = Lωcu∗t∗ , utt = Lω2

cu∗t∗t∗

Il sistema delle equazioni del moto al primo ordine (4.7) diventa quindi:




EA

L
u∗1x∗x∗ − ρALω2

c

∂2u∗1
∂t∗0

2 = 0

GA∗

L
(−θ1x∗ + v∗1x∗x∗)− ρALω2

c

∂2v∗1
∂t∗0

2 = 0

EJ

L2
θ1x∗x∗ + GA∗(−θ1 + v∗1x∗)− ρJω2

c

∂2θ1

∂t∗0
2 = 0.

(4.8)

Si dividono le prime due equazioni per la forza caratteristica ρALω2
c e la

terza per il relativo momento (per unità di lunghezza) ρAL2ω2
c .




EA

LρALω2
c

u∗1x∗x∗ −
ρALω2

c

ρALω2
c

∂2u∗1
∂t∗0

2 = 0

GA∗

LρALω2
c

(−θ1x∗ + v∗1x∗x∗)−
ρALω2

c

ρALω2
c

∂2v∗1
∂t∗0

2 = 0

EJ

L2ρALω2
c

θ1x∗x∗ + GA∗ρAL2ω2
c (−θ1 + v∗1x∗)−

ρJω2
c

ρAL2ω2
c

∂2θ1

∂t∗0
2 = 0.

(4.9)

Inoltre, ponendo:
GA∗

EA
= α,

J

EL2
= β,

ed eliminando l'asterisco si ha:




u1t0t0 − u1xx = 0
v1t0t0 − α(v1xx − θ1x) = 0
βθ1t0t0 − βθ1xx − α(v1x − θ1) = 0.

(4.10)

La prima equazione del sistema (4.10) è disaccoppiata dalle altre due e
quindi può essere risolta separatamente. Ricordando che t0 = t, questa si
può scrivere come: 




u1tt − u1xx = 0
u1(0, t) = 0
u1(1, t) = 0.

(4.11)

Si suppone che u1 sia nella forma:

u1(x, t) = eiωtU(x). (4.12)

Allora l'equazione diventa:



−U ′′ − ω2U = 0
U(0) = 0
U(1) = 0.

(4.13)
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L' equazione caratteristica associata alla (4.13) è:

λ2 + ω2 = 0,

da cui segue che
λ = ±iω,

e pertanto la soluzione risulta

U(x) = C1 cosωx + C2 sinωx.

Imponendo poi le condizioni al contorno si ha:
{

C1 = 0
C2 sinω = 0.

Esistono soluzioni non nulle per:

sinω = 0,

da cui
ωn = nπ.

A questo punto si ha:

U(x) =
∞∑

n=1

Cn sin(nπx),

da cui segue

u1(x, t) =
∞∑

n=1

Cn sin(nπx)einπt + cc, (4.14)

dove cc indica i termini complessi coniugati.
A questo punto si considera il problema agli autovalori relativo allo

spostamento trasversale:




v1tt − α(v1xx − θ1x) = 0
βθ1tt − βθ1xx − α(v1x − θ1) = 0
v1(0, t) = 0
v1(1, t) = 0
θ1x(0, t) = 0
θ1x(1, t) = 0.

(4.15)

Dalla prima delle (4.15) si ricava

θ1x = − 1
α

v1tt + v1xx,
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mentre derivando la seconda rispetto ad x si ha:

βθ1xtt − βθ1xxx − αv1xx + αθ1x = 0.

Sostituendo la prima nella seconda, si ottiene:

β
(
−v1tttt

α
+ v1xxtt

)
−β

(
−v1ttxx

α
+ v1xxxx

)
−αv1xx +α

(
−v1tt

α
+ v1xx

)
= 0,

e sempli�cando:
β

α
v1tttt + βv1xxxx − β

(
1 +

1
α

)
v1xxtt + v1tt = 0, (4.16)

con condizioni al contorno

v1(0, t) = 0, v1(1, t) = 0, −v1tt(0, t)
α

+ v1xx(0) = 0, −v1tt(1, t)
α

+ v1xx(1) = 0.

Si supponga che v1 sia della forma:

v1(x, t) = eiωtV (x).

Allora l'equazione (4.16) diventa:

βV ′′′′ + β

(
1 +

1
α

)
ω2V ′′ + ω2

(
β

α
ω2 − 1

)
V = 0,

con equazione caratteristica associata:

βλ4 + β

(
1 +

1
α

)
ω2λ2 + ω2

(
β

α
ω2 − 1

)
= 0. (4.17)

Si hanno quindi:

λ1 =

√√√√√−

(
1 +

1
α

)
ω2

2
−

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
; (4.18)

λ2 = −

√√√√√−

(
1 +

1
α

)
ω2

2
−

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
; (4.19)

λ3 =

√√√√√−

(
1 +

1
α

)
ω2

2
+

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
; (4.20)

λ4 = −

√√√√√−

(
1 +

1
α

)
ω2

2
+

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
. (4.21)

Mentre λ1, λ2 ∈ C λ3 e λ4 possono assumere valori reali o complessi. In
particolare, si possono distinguere due casi:
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1. 0 < ω <

√
α

β
per cui λ3, λ4 ∈ R;

2. ω >

√
α

β
per cui λ3, λ4 ∈ C.

Si analizza dapprima il caso 0 < ω <

√
α

β
. Si pone

λ∗ =

(
1 +

1
α

)
ω2

2
+

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
,

pertanto λ1 = i
√

λ∗ e λ2 = −i
√

λ∗. Allora la soluzione dell'equazione (4.3)
si scrive:

V (x) = C1 cos(
√

λ∗x)+C2 sin(
√

λ∗x)+C3 sinh(λ3x)+C4 cosh(λ4x). (4.22)

Si impongono le condizioni al contorno:

V (0) = 0, V (1) = 0, V ′′(0) = 0, V ′′(1) = 0,

ottenendo il seguente sistema:




C1 + C4 = 0
C1 cos(

√
λ∗) + C2 sin(

√
λ∗) + C3 sinh(λ3) + C4 cosh(λ4) = 0

−C1λ
∗ + C4λ

2
4 = 0

−C1λ
∗ cos(

√
λ∗)− C2λ

∗ sin(
√

λ∗) + C3λ
2
3 sinh(λ3) + C4λ

2
4 cosh(λ4) = 0

che conduce a: 



C1 = 0
C2 sin(

√
λ∗) = 0

C4 = 0
C3 = 0.

Pertanto, esistono soluzioni non nulle se

λ∗ = n2π2, (4.23)

da cui
V (x) =

∞∑

n=1

Cn sin(nπx), (4.24)

e
v1(x, t) =

∞∑

n=1

Cn sin(nπx)eiωnt + cc. (4.25)
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Il valore di ωn si ricava dalla (4.23) come
(

1 +
1
α

)
ω2

2
+

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
= n2π2. (4.26)

Quest'ultima equazione fornisce per ogni n al più quattro valori di ωn.
Si analizza ora il caso ω >

√
α

β
. Si ponga

λ¦ =

(
1 +

1
α

)
ω2

2
−

√
ω4

4

(
1− 1

α

)2

+
ω2

β
.

Pertanto λ3 = i
√

λ¦ e λ4 = −i
√

λ¦. Allora la soluzione dell'equazione (4.3)
si scrive:

V (x) = C1 cos(
√

λ∗x) + C2 sin(
√

λ∗x) + C3 cos(
√

λ¦x) + C4 sin(
√

λ¦x).

Imponendo le condizioni al contorno:

V (0) = 0, V (1) = 0, V ′′(0) = 0, V ′′(1) = 0,

si ottiene il seguente sistema:




C1 + C3 = 0
C1 cos(

√
λ∗) + C2 sin(

√
λ∗) + C3 cos(

√
λ¦) + C4 sin(

√
λ¦) = 0

−C1λ
∗ − C3λ

¦ = 0
−C1λ

∗ cos(
√

λ∗)− C2λ
∗ sin(

√
λ∗)− C3λ

¦ cos(
√

λ¦)− C4λ
¦ sin(

√
λ¦) = 0

che conduce a due sistemi: il primo




C1 = 0
C2 sin(

√
λ∗) = −C4 sin(

√
λ¦)

C3 = 0
C4 = 0

ha soluzione 



C1 = 0
C2 sin(

√
λ∗) = 0

C3 = 0
C4 = 0

che è non nulla se
λ∗ = n2π2.
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Il secondo sistema, invece,




C1 = 0
C2 sin(

√
λ∗) = −C4 sin(

√
λ¦)

C3 = 0
sin(

√
λ¦) = 0

ha soluzione: 



C1 = 0
C2 = 0
C3 = 0
λ¦ = n2π2.

Allora, per entrambi i sistemi la soluzione condurrà ad una forma della V

del tipo seguente:

V (x) =
∞∑

n=1

Cn sin(nπx)

e pertanto

v1(x, t) =
∞∑

n=1

Cn sin(nπx)eiωnt + cc. (4.27)

Bisogna tuttavia osservare che se la soluzione è ottenuta scegliendo C1 =
C3 = C4 = 0 (ovvero dal primo sistema), ωn si deve ricavare da λ∗ = n2π2,
mentre se essa è ottenuta scegliendo C1 = C2 = C3 = 0 (ovvero dal secondo
sistema), ωn si ricava da λ¦ = n2π2.
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Capitolo 5

Conclusioni

In questo lavoro di tesi sono stati approfonditi e in alcuni casi migliorati
risultati e metodi di di�erenti �loni di ricerca nell'ambito della dinamica non
lineare.

Per quel che riguarda la ricerca di un algoritmo di integrazione nel tem-
po con maggiori margini di stabilità, si è formulato un approccio basato su
un cambio di rappresentazione nelle equazioni dinamiche non lineari del mo-
to. La principale caratteristica dell'algoritmo di soluzione proposto risiede
nell'e�ettuare il cambio di rappresentazione solo nelle espressioni delle forze
interne. Questa richiesta, che si realizza attraverso l'introduzione di un set di
variabili locali aggiuntive, non aumenta i costi computazionali totali. Infatti,
la presenza di un numero superiore di variabili è bilanciata dal minor numero
di iterazioni interne alla Newton richieste dalla nuova formulazione. Inoltre,
i test numerici hanno mostrato che l'algoritmo proposto, oltre ad ottenere
margini di stabilità più ampi rispetto al caso classico, conserva l'energia
totale del sistema ad ogni passo.

Nell'ambito della ricerca di un modello alternativo per la descrizione
cinematica di piccole deformazioni, è data una formulazione basata sulla
de�nizione di sole lunghezze relative ed applicata ad elementi �niti semplici.
La tecnica proposta non introduce misure di rotazione e permette, quindi,
di istruire l'elemento �nito in ambito lineare. In quest'ottica, l'analisi che
si ottiene è robusta, non essendo introdotte singolarità dovute alle matrici
di rotazione, ed economica, poiché non sono richieste operazioni complesse
per poter superare i problemi di non commutatività delle matrici. Inoltre,
le componenti delle deformazioni risultano indipendenti dal sistema di rifer-
imento e, pertanto, vengono superati i problemi di locking attraverso una
selezione dei contributi al tensore delle deformazioni. I test numerici hanno
evidenziato che i costi computazionali richiesti risultano bassi sia in termini
di tempo di calcolo che di allocazione della memoria.

In�ne, nell'analisi di un modello di trave alla Timoshenko, attraverso il
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metodo delle scale multiple, sono state ottenute le formulazioni dei sistemi
perturbativi ai diversi ordini. Si è impostato il processo di soluzione del
sistema al primo ordine, ottenendo, nello speci�co, un sistema formato da
tre equazioni a derivate parziali. La prima equazione risulta disaccoppiata
dalle precedenti e, pertanto, facilmente risolvibile, mentre la ricerca della
soluzione delle due equazioni accoppiate resta un problema aperto.
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