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Sommario

Lo scopo del presente lavoro di tesi è costituito essenzialmente da uno studio spe-

rimentale e teorico dei fenomeni di localizzazione all’interno del materiale composito

PA66: un materiale composito a matrice polimerica e fibre corte di vetro a disper-

sione random. La caratterizzazione del materiale è avvenuta indagandone la risposta

sperimentale sotto carico e le proprietà meccaniche attraverso un metodo di identi-

ficazione inverso. Successivamente è stato proposto un modello teorico in grado di

simularne il comportamento sotto condizioni di carico simili a quelle sperimentali, e

sono stati confrontati i risultati ottenuti nei due ambiti.

I fenomeni di localizzazione nei materiali compositi sono da attribuire ai processi

di degradazione generati dai cambiamenti microstrutturali. Tali cambiamenti sono

responsabili di modalità di danneggiamento tipiche, provocate dalle degradazioni delle

fibre, della matrice o dell’interfaccia tra la matrice e le fibre.

Nel capitolo 1 è stata illustrata la tecnica sperimentale utilizzata per le prove di

laboratorio e la successiva analisi dei dati. Tale tecnica è nota in letteratura come

Correlazione delle Immagini Digitali e fa uso di strumenti avanzati per la ripresa,

ad elevata frequenza, di immagini granulari sequenziali della superficie del campione

sottoposto a prove meccaniche. La possibilità di integrare tali strumenti avanzati,

che non richiedono il contatto con il corpo da indagare e metodologie computazionali

capaci di sfruttare le potenzialità dei microcalcolatori attualmente disponibili, rende

possibile misurare in maniera accurata tutte le grandezze cinematiche necessarie a

descrivere il processo evolutivo del materiale fino al suo stato ultimo.

Una sintesi dei metodi di identificazione inversi, disponibili in letteratura, è stata

discussa nel capitolo 2, all’interno del quale è stato altres̀ı descritto il metodo inverso

utilizzato in questa tesi. Tale metodo è integrabile nel contesto del metodo del GAP

nelle equazioni costitutive. Nello stesso capitolo è stata indagata la robustezza del

metodo, conducendo un’analisi di ottimizzazione dei parametri di filtering. Il metodo

di identificazione inverso è stato implementato in un programma agli elementi finiti,

per applicare la metodologia di identificazione ai risultati sperimentali ottenuti dalle

1



Sommario

prove di laboratorio.

La valutazione dei fenomeni di danneggiamento e di plasticità è stata affrontata

nel contesto della Meccanica del Danneggiamento Continuo, in cui il danneggiamento

è definito in funzione delle microfratture e dei vuoti presenti nel materiale. Nel ca-

pitolo 3 si riporta una descrizione del meccanismi di danneggiamento, introducendo

componenti di degradazione intralaminare, ed ipotizzando una risposta isotropa del

materiale. Le condizioni di formazione e di crescita delle microfratture sono state

formulate attraverso un dominio di danneggiamento, la cui frontiera rappresenta la

zona di separazione tra le parti elastica ed anelastica. L’evoluzione del danneggia-

mento è stata descritta facendo uso di un approccio incrementale-iterativo basato

sulla metodologia delle variabili interne. In particolare, al fine di stimare lo stato di

danneggiamento nel materiale sono stati definiti opportuni domini di danneggiamen-

to e leggi di evoluzione dipendenti da un numero minimo di parametri del materiale.

La descrizione delle deformazioni plastiche fa uso di una formulazione associata, nel-

la quale il dominio ed il potenziale di dissipazione sono rappresentati nel sistema di

riferimento effettivo. In questo modo è stato realizzato un accoppiamento, in senso

termodinamico, tra i fenomeni di danneggiamento e di plasticità. All’interno del capi-

tolo 4 è stato descritto l’algoritmo utilizzato per l’integrazione delle equazioni relative

al danneggiamento ed alla plasticità. Il modello costitutivo è stato implementato per

mezzo di una formulazione agli elementi finiti, per ottenere soluzioni compatibili con

quelle sperimentali per geometria e condizioni di carico. I parametri introdotti nelle

equazioni costitutive sono stati in parte ricavati dalle prove sperimentali ed in parte

ricavati da un’analisi bibliografica.

I risultati delle prove sperimentali, analizzati con la tecnica della correlazione delle

immagini digitali sono stati riportati nel capitolo 5. In tale capitolo sono discussi i

fenomeni di localizzazione, evidenziati dalle grandezze cinematiche misurate, ed i ri-

sultati della procedura di identificazione, tramite la quale è stata effettuata anche una

stima del danneggiamento subito dal materiale PA66 nel corso della prova monotona

di carico. Nello stesso capitolo viene proposto un confronto tra i risultati sperimentali

e quelli numerici, al fine di valutare l’accuratezza e l’affidabilità del modello teorico

proposto.

2



Abstract

The aim of the present work is to propose an experimental and theoretical in-

vestigation on the localization phenomena produced in the PA66 short glass fibre

polyamide composite material. Experimental response under tensile test are devel-

oped to identify the mechanical properties of the material by means of an inverse

method. Moreover, a theoretical formulation is developed to predict the material

response under monotonic or cyclic loading conditions. The thesis is composed of five

fundamental chapters.

The localization phenomena in composite materials are affected by degradation

processes produced by changes of the microstructures. Such changes give rise to

typical damage states, which can be attributed to fiber breaks, matrix cracking,

fiber/matrix debonding, and so on, all of which decrease the integrity of the material.

In chapter 1, the experimental technique used for laboratory tests and the subse-

quent data treatment are reported. This technique, known in the literature as Digital

Image Correlation (D.I.C.), is based on the use of an high speed C.C.D. camera and

it is able to determine in plane displacement and strain fields as a function of the

surface patterns of the undeformed and deformed configurations. This method does

not need to be in contact with the specimen and it is able to describe the material

behavior up to rupture.

In chapter 2, a description of the inverse methods available from the literature as

well as the one utilized in the experimental investigation is reported. This method

is developed in framework of the GAP Constitutive Equation Method. Validation on

the robustness of the inverse method by means of a filtering parameters analysis as

well as numerical implementation by using a finite element approach are proposed.

In order to predict the inelastic behavior of the composite material, a damage

model based on Continuous Damage Mechanics approach is developed. In this frame-

work, the damage variable is strictly connected to the microcracks and voids density

produced during the loading application. In chapter 3 the theoretical formulation

based on an isotropic damage description is reported. According to the internal

3
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variable method, the microcracks damage mechanisms are predicted by introducing

a damage surface and an evolution damage law. Moreover, the description of the

plastic phenomena is obtained by standard formulation, in which the plastic domain

is expressed in terms of the stress variables evaluated in the effective configuration.

In this way, a thermodynamic coupling between damage and plasticity dissipation

mechanisms is developed.

In chapter 4 the numerical implementation of the proposed formulation in the

framework of a finite element algorithm is developed. In order to solve the governing

equations a numerical integration scheme based on an incremental-iterative procedure

is developed. Finally, in chapter 5, the experimental results analyzed by D.I.C. are

reported. The localization effects of the material response as well as the damage

variables are evaluated for monotonic load test. Finally, in order to evaluate the

accuracy of the proposed model, a comparison between experimental and numerical

results is reported.
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Introduzione

I materiali polimerici: una nuova tendenza nel mercato dei materiali. I

materiali polimerici, o materiali plastici sono il frutto della ricerca scientifica del

XX secolo. Le origini del termine polimero provengono dalla lingua greca, ed indicano

un insieme di unità.

Lo sviluppo industriale, cominciato nel XIX secolo, ha messo in evidenza aspetti

complessi del comportamento strutturale, che non potevano essere superati con i ma-

teriali classici. Questa è stata l’occasione per avviare gli studi verso nuove generazioni

di materiali, in particolare si è pervenuti alla sintesi dei materiali polimerici. Essi so-

no materiali organici, dotati di peso specifico ridotto, e di proprietà di resistenza e

rigidezza tali da considerarli utilizzabili in diversi campi dell’ingegneria.

I materiali polimerici, in prima istanza, sono classificabili come segue:

• materiali di sintesi, utilizzati nelle costruzioni, e destinati a sostituire i mate-

riali tradizionali;

• i caoutchoucs, appartenenti al gruppo degli elastomeri;

• le fibre sintetiche;

• i polimeri propriamente detti, utilizzati nella produzione di adesivi, vernici, e

additivi per il raffinamento della carta.

I materiali polimerici sono in stretta relazione con le materie plastiche. Entrambi

provengono dalla trasformazione di prodotti naturali. Tuttavia mentre il termine

polimero è riservato ai materiali ottenuti per sintesi organica, i materiali plastici

sottilineano il carattere del materiale di sintesi finito.

Il periodo dello sviluppo industriale è l’epoca che ha dato i natali alla bakélite e

alle macromolecole. La prima è una resina sintetica capace di indurire sotto gli effetti

della pressione e del calore, le seconde hanno permesso di interpretare le lunghe catene

molecolari formanti le materia plastiche [Staudinger, 1970].
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Introduzione

Un ulteriore traguardo importante è stato raggiunto nella metà del XX secolo,

quando con la conversione del carbonio, e la conseguente introduzione dei materiali

termoplastici, è stata raggiunta una notevole economia di produzione nel settore. I

principali materiali termoplastici derivati sono il polipropilene (PP), il polistirene

(PS ) e il cloruro di polivinile (PVC ).

Un aspetto essenziale della produzione delle materie plastiche consiste nella pos-

sibilità di utilizzare i prodotti di scarto provenienti dalle raffinerie petrolifere. In

Francia circa il 6% di tale prodotto di scarto è utilizzato per produrre le plastiche.

Questo aspetto ha permesso di quadruplicare in pochi anni la produzione volumetrica

mondiale delle materie plastiche rispetto a quella dell’acciaio. Un raggruppamento

sintetico delle materie plastiche è il seguente:

• le plastiche standard ;

• i materiali termoplastici ;

• le materie plastiche speciali.

Le plastiche standard comprendono i materiali di grande diffusione come il cloruro di

polivinile (PVC ), il polietilene (PE ) ed il polipropilene (PS ), ma anche la poliammide

(PA), il polyoxymetilene (POM ) e i policarbonati (PC ).

I termoplastici possiedono proprietà meccaniche, termiche ed elettriche migliori ri-

spetto alle plastiche standard, che li rendono capaci di resistere ad azioni esterne

elevate.

Le plastiche speciali consistono in materiali capaci di prestazioni elevate alle alte

temperature.

Le materie plastiche più utilizzate nelle applicazioni tecniche sono i termoplastici,

ai quali appartengono il polietilene, il cloruro di polivinile e la poliammide.

I principali settori di impiego delle materie plastiche sono quello delle costruzioni

e dei lavori pubblici, quello elettrico, dell’elettronica, e dell’automobile. Tuttavia

l’impiego delle materie plastiche è rimasto ridotto fino a più di dieci anni fa, quando

i loro costi erano ancora elevati a fronte delle carenze manifestate sotto alcuni aspetti

prestazionali. Negli ultimi anni gli studi nel settore delle materie plastiche hanno

migliorato gli aspetti seguenti:

• qualità tecnica;

• tecniche di produzione;

• riduzione dei costi di produzione;

6



L’utilizzo dei polimeri nei materiali compositi

• miglioramento delle conoscenze di settore.

Nella produzione delle materie plastiche è stato fatto un passo avanti importante

con l’avvento dei catalizzatori, che hanno ridotto notevolmente l’impatto sull’ambien-

te. Basta pensare che nel 1950 la produzione di una tonnellata di polipropilene era

accompagnata da 250Kg di sotto prodotti di scarto. Attualmente con 1 gr di cataliz-

zatore si riesce a produrre fino a 40 tonnellate di polimeri, senza bisogno di eliminare

il catalizzatore, per via della modica quantità utilizzata.

Occorre osservare come l’interesse generale verso le materie plastiche abbia avuto

effetti non trascurabili anche sul mercato globale. Infatti a partire dal 1990 diverse

società operanti in tale settore produttivo si sono fuse, formando delle grandi com-

pagnie. Gli effetti di tale iniziativa sono stati meno evidenti negli USA e più sensibili

in Europa, dove i prezzi si sono notevolmente abbassati, consentendo una rapida so-

stituzione dei materiali più costosi, mentre gli stessi prezzi sono diventati competitivi

con quelli dell’acciaio e dell’alluminio.

L’utilizzo dei polimeri nei materiali compositi. Malgrado le plastiche godano

dei vantaggi derivanti da un ridotto peso specifico e da una messa in opera semplice

e flessibile, presentano numerosi inconvenienti. Uno dei più rilevanti è rappresentato

dai valori sperimentali delle caratteristiche meccaniche di resistenza e di rigidezza affe-

renti alle plastiche compatte, che raggiungono soltanto una frazione dei valori teorici.

Analoghe osservazioni sperimentali hanno messo in evidenza che i valori relativi alle

fibre sono potenzialmente più prossimi a quelli teorici, in quanto le fibre manifestano

una struttura a catena naturalmente allineata con il loro asse. A partire da questa

osservazione è ragionevole ipotizzare che i materiali plastici ammettino un elevato

potenziale di miglioramento delle loro proprietà meccaniche. Tale miglioramento è

stato reso possibile dall’avvento dei materiali compositi, che permettono di sfruttare

le proprietà migliori dei materiali da costruzione.

Nel contesto dei materiali compositi i polimeri sono utilizzati come matrice insie-

me ad altri materiali, di natura ed origine diversi, per produrre elementi strutturali

monolitici, capaci di prestazioni meccaniche di gran lunga superiori.

Possedendo il ruolo di matrice, i polimeri devono permettere la collaborazione tra

le fibre e la distribuzione degli stati interni di sollecitazione; racchiudendo le fibre in

un unico solido, gli effetti dei carichi possono essere trasferiti tra le fibre e fino alle zone

di contorno. Inoltre essi devono proteggere le fibre dalle aggressioni ambientali e dagli

agenti meccanici nocivi per le stesse fibre, facendo fronte a sollecitazioni particolari,

quali quella da taglio interlaminare.
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Introduzione

Le fibre rappresentano i componenti che garantiscono il rinforzo meccanico dei

materiali compositi. Esse sono leggere, rigide e molto resistenti, e provengono da

materiali di origine, dai quali le tecniche di produzione selezionano soltanto le par-

ti meno difettose. Tali parti selezionate sono poi lavorate, e le molecole vengono

orientate nella direzione preferenziale di resistenza. Le fibre utilizzate possono essere

continue, o corte con dispersione random all’interno della matrice. Le fibre continue

creano direzioni preferenziali di resistenza e conferiscono un carattere anisotropo al

materiale finito. Le tecniche produttive dei materiali a fibra lunga richiedono una

mano d’opera consistente e tecniche produttive onerose. Quando si vogliono ottenere

comparabili proprietà meccaniche in ogni direzione, vengono usate fibre molto corte

e ad orientazione random, con le quali i compositi risultano deboli soltanto lungo il

loro spessore.

I materiali più impiegati per la produzione delle fibre sono: il carbonio ed il

vetro; la scelta del materiale da usare per le fibre dipende dalle proprietà meccaniche

desiderate, dai costi di produzione affrontabili, e dal tipo di esposizione ambientale

che interesserà nelle condizioni di esercizio.

Le fibre in carbonio trovano largo utilizzo nella tecnica attuale, poichè denotano

leggerezza ed elevata resistenza. Tuttavia l’impiego del carbonio resta proibitivo a

causa di alcuni effetti collaterali e dei costi elevati. Inoltre i costi del carbonio per la

produzione delle fibre sono abbastanza elevati perchè, essendo il carbonio conduttore

di corrente, il suo impiego nei materiali compositi richiede che venga affiancato da

buoni materiali isolanti.

Le fibre di vetro sono dotate di durezza, resistenza alla corrosione, flessibilità,

leggerezza e basso costo, grazie ai quali le fibre di vetro sono le più usate nei pro-

cessi industriali. Il basso numero di difetti, e la loro piccola dimensione conferiscono

alle fibre di vetro pregevoli qualità meccaniche. Al pari dei materiali metallici, un

fattore di rischio considerevole è rappresentato dalle alte temperature, che riducono

fortemente la resistenza a trazione complessiva dei materiali compositi.

I compositi a fibra corta ed il PA66. L’interesse verso lo studio dei polimeri

rinforzati con fibre corte di vetro è nato dall’esigenza di colmare il vuoto esistente

tra le proprietà dei laminati con fibre continue, utilizzati nell’industria aeronauti-

ca ed aerospaziale, ed i polimeri non rinforzati, inizialmente utilizzati negli elementi

strutturali non sollecitati. Sotto certi aspetti, i materiali compositi a fibra corta met-

tono insieme i vantaggi provenienti da entrambe le tipologie. Infatti, se le fibre a

dispersione random sono sufficientemente lunghe, tali compositi presentano proprietà

meccaniche paragonabili a quelli dei sistemi a fibre continue, conservando, nello stes-
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so tempo, la possibilità di realizzare geometrie complesse per mezzo di tecnologie

semplici. I polimeri rinforzati con fibre corte sono prevalentemente utilizzati nella

fabbricazione di elementi strutturali secondari, sottoposti a carichi ridotti. Questo

tipo di elementi strutturali offre un vantaggioso incremento di resistenza rispetto ai

polimeri non rinforzati.

Le proprietà meccaniche dei materiali compositi a fibra corta dipendono da una

complessa interazione di variabili interne, come il tipo della matrice, il tipo d’interfac-

cia fibra-matrice, il contenuto di fibra, le dimensioni delle fibre, e di variabili esterne,

quali la velocità d’applicazione del carico, la temperatura e l’umidità.

Il materiale composito indagato in tale contesto di studio è il PA66. L’interes-

se verso questo materiale è nato come conseguenza della convergenza di interessi

verso lo stdio dei materiali compositi tra il gruppo di ricerca di Scienza delle Co-

struzioni del Diparimento di Strutture dell’Università della Calabria e l’équipe di

Thermomécanique des Matériaux del Laboratoire des Mécanique et Génie Civil del-

l’Università di Montpellier II. Quest’ultimo fa parte del gruppo di ricerca GDR 2519

“Mesures de Champs et Identification en Mécanique des Solides”, istituito in Francia

dal 2003 con l’obiettivo di studiare le tecniche di misura avanzate ed i sistemi di

identificazione in meccanica sperimentale dei solidi e delle strutture. Inoltre è impe-

gnato da diversi anni nello studio del comportamento termomeccanico dei materiali,

e condivide i frutti delle proprie ricerche con diverse aziende produttrici di materiali

della Francia. Il materiale composito PA66 è infatti molto utilizzato nelle industrie

automobilistica, elettrica ed elettronica. L’impiego di tale materiale ha permesso di

sostituire svariati componenti strutturali metallici, e di produrre forme strutturali

dalla geometria complessa.

Se si osserva che nel settore automobilistico la poliammide (PA) è utilizzata nel-

la costruzione di alcuni componenti del motore, del sistema i trasmissione e delle

tubazioni d’aspirazione per iniezione, l’importanza di questi materiali nel settore au-

tomobilistico risulta evdente constatando che 100 kg di polimeri possono sostituire

in media dai 200 ai 300Kg di materiale tradizionale. Ipotizzando una durata media

di vita di 150000Km, l’alleggerimento risultante dall’impiego dei materiali compositi

permette un risparmio di oltre 750 litri di carburante per ogni automabile. Pertanto la

riduzione del peso dei veicoli permette ogni anno una notevole economia di carburante

su tutto il parco automobilistico europeo.

Il materiale composito PA66 è prodotto per mezzo della tecnica dell’injection

moulding, ovvero dello stampo per iniezione. Tale tecnica prevede l’iniezione di un

impasto fuso, contenente una miscela di polimeri e fibre, all’interno di uno stampo,

dal quale si ricavano le forme strutturali volute. Con questa tecnica di produzione
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l’orientazione delle fibre corte dipende dalle condizioni del flusso durante la procedura

d’impasto, nella quale si distinguono due fenomeni distinti: l’allineamento longitu-

dinale, che determina una disposizione delle fibre parallela alla direzione del flusso,

e l’allineamento trasversale, che determina la disposizione delle fibre nella direzio-

ne perpendicolare al flusso stesso. Durante l’iniezione dell’impasto all’interno dello

stampo, il materiale fuso è sottoposto a tensioni tangenziali di contatto sulla parete

dello stampo, che, per effetto del rapido raffreddamento dell’impasto, determinano un

allineamento uniforme delle fibre con la direzione del flusso. Al contrario, nlla par-

te centrale dell’impasto l’allineamento delle fibre è perpendicolare alla direzione del

flusso. Pertanto si crea una struttura sandwich in cui le fibre assumono una direzione

diversa lungo lo spessore del provino realizzato, e nella zona centrale le fibre, disposte

verticalmente, fungono da cucitura degli strati superficiali.

Collocazione bibliografica del lavoro di tesi. I lavori all’interno della letteratu-

ra scientifica indicano un interesse crescente verso lo studio sperimentale dei materiali

compositi a fibra corte di vetro in generale, e verso lo studio del materiale PA66 in

particolare, a partire dagli ultimi dieci anni circa. Tale interesse è venuto alla luce

dalla constatazione dell’importanza di questo materiale nelle applicazioni industriali.

Studi sperimentali riguardanti la risposta meccanica del materiale composito PA66

sono presenti nella letteratura scientifica già nel 1995, con indagini rivolte a mettere

in luce i miglioramenti apportati dalle fibre di vetro alla matrice polimerica. Infatti

attraverso una tecnica fotografica in grado di individuare l’innesco delle fratture, nel

lavoro compiuto da [Akay and O’Regan, 1995] è stata confrontata la resistenza a frat-

tura da modo I della matrice polimerica con quella del materiale rinforzato con fibre

di vetro. Le stesse indagini sperimentali sono state estese allo studio della resistenza

a trazione dei compositi a fibra corta con la pubblicazione di [Fu et al., 2000]. Con

questo lavoro gli autori hanno osservato gli effetti della frazione in volume delle fibre

sulla risposta meccanica. In particolare la resistenza a trazione ed i moduli elastici dei

compositi studiati, sono stati correlati agli effetti combinati della frazione in volume e

della lunghezza delle fibre attraverso una funzione esponenziale. Nello stesso periodo,

grazie all’uso combinato delle emissioni acustiche e delle analisi fotografiche, gli studi

sperimentali sono stati orientati verso il danneggiamento dei compositi a fibre. In tale

contesto con la ricerca condotta da [Laksimi et al., 2000] sono stati valutati gli effetti

di alcuni parametri strutturali sull’evoluzione del dannggiamento nel caso di prova

ciclica di trazione, riconoscendo un ruolo determinante all’interfaccia fibre-matice.

Tuttavia, la risposta meccanica del materiale PA66 dipende anche da parametri mi-

cromeccanici, quali la resistenza a taglio interfacciale, il fattore di orientazione delle
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fibre e la tensione nelle fibre. Tale osservazione è stata compiuta nell’articolo di [Tho-

mason, 2001], nel quale la dipendenza dai parametri micromeccanici è stata rilevata

attraverso informazioni riguardanti la struttura macroscopica del materiale. Tuttavia

la complessità del materiale composito PA66 è influenzata anche da parametri dipen-

denti dal moulding process: il processo produttivo con cui è realizzato il materiale.

Questo aspetto è stato messo in luce con il lavoro di [Guerrica-Echevarr̀ıa et al., 2001],

nel quale è stata studiata l’influenza del moulding process sulle proprietà meccaniche

del PA66, individuando un range di valori all’interno del quale le stesse proprietà sono

risultate indipendenti dal metodo di preparazione. La dipendenza del PA66 dal suo

procedimento di produzione, ha orientato alcune ricerche a migliorarne le prestazioni

meccaniche partendo da accorgimenti tecnologici. Sotto tale punto di vista, con lo

studio di [Sui et al., 2005] è stata stimata la resistenza a taglio interfacciale in presen-

za di fase gommosa all’interno del PA66, osservando un contributo al miglioramento

del legame interfacciale tra fibre e matrice. La tendenza a migliorare le prestazioni

meccaniche del PA66 attraverso opportuni accorgimenti di natura tecnologica, è con-

tinuata con le sperimentazioni compiute in [Abdulkadir Gullu et al., 2006]. In tale

lavoro è stata indagata l’influenza di percentuali diverse di fibre in vetro rivestite

sulla risposta meccanica del materiale PA66. Sottoponendo opportuni campioni di

materiale a prove di trazione e di impatto, è stato rilevato un incremento di resistenza

meccanica al variare della percentuale di fibre impiegate, nonchè la conservazione di

un legame non lineare. Nello stesso lavoro è stato osservato che la temperatura e la

velocità di iniezione dell’impasto fuso determinano rispettivamente l’incremento e la

riduzione della resistenza a trazione del materiale. Oltre alla temperatura, la dipen-

denza da parametri esterni come la velocità di deformazione imposta ed il contenuto

in fibre di vetro è stata confermata nello studio effettuato da [Mouhmid et al., 2006],

che ha permesso una caratterizzazione del PA66 utilizzato specificatamente nell’in-

dustria automobilistica. I confronti hanno interessato i risultati di prove di trazione

uniassiale su materiale rinforzato con percentuali diverse di fibre in vetro e materiale

non rinforzato. Gli autori hanno dimostrato la dipendenza della risposta meccanica

del materiale dai parametri esterni, utilizzando la tecnica delle emissioni acustiche

per fornire una stima della soglia di danneggiamento ed un’espressione analitica della

resistenza a trazione in funzione della densità relativa di fibre di vetro. Nell’ambi-

to degli stessi impieghi nell’industria automobilistica il materiale composito PA66 ha

evidenziato carenze nella resistenza a fatica. In tale contesto, attraverso delle prove di

trazione uniassiale su provini intagliati lungo direzioni differenti da piastre realizzate

per moulding process, le ricerche pubblicate da [Bernasconi et al., 2007a] hanno mes-

so in luce la variazione della resistenza a fatica in funzione dell’orientazione delle fibre
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sia in superficie che nello spessore dei provini. Di particolare attualità è la possibilità

di riciclare il materiale composito PA66, introducendo la tematica della salvaguardia

ambientale e della progettazione ecosostenibile nell’ambito dell’ingegneria dei mate-

riali. Sotto questo punto di vista, lo studio compiuto da [Bernasconi et al., 2007c] ha

avuto per oggetto gli effetti del riciclaggio del PA66 sulla resistenza a trazione. Gli

autori hanno messo a confronto i risultati relativi al materiale vergine con quelli affe-

renti a provini realizzati in materiale riciclato, ottenuti per macinazione e successivo

trattamento per moulding process. La conseguenza principale del riciclaggio è risul-

tata la rottura delle fibre, ed il decremento della partecipazione delle fibre stesse alla

portanza del materiale. Con questa pubblicazione gli autori hanno messo in evidenza

l’esigenza di un modello micromeccanico per la simulazione dei risultati delle prove

sperimentali sul materiale riciclato.

In questa tesi lo studio del modello teorico di danneggiamento è stato basato su

modelli al continuo che utilizzano la Meccanica del Danneggiamento Continuo attra-

verso un approccio termodinamico di tipo fenomenologico [Lemaitre and Chaboche,

1990]. In tale contesto, i modelli reperibili in letteratura si basano su formulazioni

che introducono variabili di stato nelle equazioni costitutive, simulando meccanismi di

degradazione di tipo macroscopico. Purtroppo l’interpretazione fisica di tali variabili

non è sempre evidente, ma dipende dalle caratteristiche intrinseche del materiale. Gli

studi sperimentali e fenomenologici sui fenomeni di danneggiamento e di plasticità,

presenti in letteratura, permettono di interpretare le cause responsabili della forma-

zione e della crescita i microfratture e deformazioni permanenti. Dal punto di vista

macroscopico, le formulazioni più accurate sono state sviluppate nel contesto della

Meccanica del Danneggiamento Continuo. Alla base di tale teoria si assume l’ipo-

tesi che il danneggiamento sia distribuito uniformemente nel corpo, e possa essere

descritto da una funzione continua di tipo scalare o tensoriale[Kachanov, 1958],[Ra-

botnov, 1969],[Chaboche J.L., 1981a],[Krajcinovic and Fonseka, 1981],[Krajcinovic D.,

1983],[Murakami, 1987]. Il materiale è considerato privo di danneggiamento, intro-

ducendo una configurazione fittizia, o “effettiva”, che risulta meccanicamente equiva-

lente a quella danneggiata, nella quale le variabili sono descrite da funzioni a valori

continui. Diverse formulazioni permettono di definire il legame tra le configurazio-

ni danneggiata e fittizia[Lemaitre, 1971],[Lemaitre and J.L., 1978],[Simo and J.W.,

1987],[Cordebois and Sidoroff, 1979]. I diversi approcci considerano la reale distribu-

zione delle microfratture e delle dislocazioni omogeneizzata in funzione di variabili

macroscopiche. Queste quantità possono assumere valori scalare[Kachanov, 1958],

vettoriale[Davison and Stevens, 1973] o tensoriale[Chaboche, 1982]. Ulteriori teorie

più generali hanno affrontato il problema della modellazioni dei processi di degrada-
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zione nei materiali compositi attraverso un accoppiamento tra danneggiamento e pla-

sticità. Tali teorie si basano su un approccio termodinamico, introducendo una serie

di variabili interne nelle equazioni che simulano i processi di dissipazione nel mate-

riale[Simo and Ortis, 1987],[Simo and J.W., 1987],[Ju, 1989],[Voyiadjis and Guelzim,

1996],[Johansson and Runesson, 1997],[Barbero and Lonetti, 2002]. In letteratura è

possibile trovare diversi modelli di calcolo, che offrono una buona rispondenza tra i

dati sperimentali e quelli numerici, e descrivono lo stato di danneggiamento in fun-

zione di variabili scalari o, tensoriali, la cui identificazione avviene con metodi di tipo

analitico-sperimentale[Lemaitre and J.L., 1978],[Ladeveze and Le Dantec, 1992],[Voy-

iadjis and Deliktas, 2000]. Tali modelli sono basati su una descrizione monodimen-

sionale o bidimensionale del danneggiamento, malgrado lo stato reale sia dominato

da una distribuzione tridimensionale di tensioni e deformazioni, con un conseguente

danneggiamento che evolve lungo le direzioni interlaminari.

I problemi inversi nella Meccanica Sperimentale. Da diversi anni la lettera-

tura scientifica mette a disposizione studi e applicazioni sulle soluzioni inverse nella

meccanica sperimentale. Recentemente la possibilità di utilizzare microcalcolatori

ad alte prestazioni ha permesso l’elaborazione di volumi cospicui di dati provenienti

dalle tecniche di misura full-field. Storicamente le soluzioni inverse hanno riguardato

l’elaborazione di pochi dati, dai quali venivano estratte informazioni che generavano

problemi matematicamente mal posti. Oggi, l’elaborazione delle immagini digitali

permette di affrontare e risolvere i problemi inversi in maniera precisa. L’obiettivo

principale delle tecniche di misura full-field consiste nella risoluzione di un problema

inverso mal posto: “la determinazione del flusso ottico”, ossia la misura di un campo

di spostamenti a partire da immagini acquisite nel corso delle prove meccaniche. Una

conseguenza diretta di tale applicazione consiste nell’estrazione dei parametri costi-

tutivi dei materiali e nella stima del livello di degradazione. Quest’area di ricerca è

innovativa e sta aprendo le porte a nuove prospettive nello studio del comportamento

dei materiali.

La tecnica tradizionalmente impiegata nella stima del danneggiamento subito dai

materiali è stata per diverso tempo quella riguardante l’emissione di segnali acustici

durante le prove di carico. Nel lavoro portato a compimento da[Huguet et al., 2002]

i dati acquisiti con le emissioni acustiche sono stati correlati ai modi di frattura,

permettendo una stima del danneggiamento nei compositi polimerici fibrorinforzati.

Con l’avvento, negli ultimi anni, delle tecniche di misura full-field, e delle camere

C.C.D. per l’acquisizione dei dati, è diventato possibile risalire direttamente ai cam-

pi di spostamento superficiali, da utilizzare nell’applicazione dei metodi inversi. La
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tecnica di correlazione delle immagini digitali piane necessita di una camera C.C.D.

per l’acquisizione dei dati di spostamento afferenti a provini in condizione deformata

o indeformata. Tanto le componenti piane di spostamenti quanto i campi di defor-

mazione si ricavano a partire da coppie sequenziali di immagini. In tale contesto,

utilizzando la trasformata veloce di Fourier, i di calcolo sono ridotti drasticamente.

L’obiettivo degli studi attuali è quello di impiegare tale tecnica sperimentale avanzata

in indagini più approfondite riguardanti i materiali. Infatti già nel lavoro di [Périé

et al., 2002] la correlazione delle immagini digitali è stata utilizzata per la stima del

danneggiamento in un materiale composito in C/C sottoposto ad una condizione di

taglio nel piano. Le indagini sul danneggiamento sono state estese ad una condizione

di carico più generale con lo studio sperimentale condotto da[Roux and Hild, 2006],

nel quale è stata stimata la legge di evoluzione del danneggiamento in una piastra in

materiale composito sottoposta a carico biassiale. Gli autori hanno stimato la degra-

dazione progressiva a partire dai dati di spostamento, acquisiti per correlazione delle

immagini numeriche in corrispondenza di passi di carico crescenti, ricavando un cam-

po di spostamenti continuo a decomposto in elementi finiti. Applicando la medesima

tecnica, gli stessi autori hanno fornito una interpretazione del comportamento di un

policarbonato sottoposto a prova di trazione indiretta. La stessa tecnica di corre-

lazione ha permesso di approfondire le indagini circa il comportamento meccanico e

sulla distribuzione delle microdeformazioni spaziali in una resina epossidica rinforzata

con fibre di vetro[Godara and Raabe, 2007]. In questo lavoro gli autori hanno mes-

so in luce l’anisotropia del materiale, dovuta ad un diverso allineamento delle fibre

esterne rispetto ai carichi, interpretando la formazione dei gradienti di deformazione

in funzione della microstruttura del materiale. Un’analisi delle superfici di frattura

al microscopio elettronico ha rivelato la presenza di fratture multiple, dovute alla

diversa orientazione delle fibre. La possibilità di utilizzare i dati di spostamento full-

field ha permesso anche approfondimenti sperimentali che hanno messo in evidenza

l’elasticità isotropa trasversale di una terra cotta[Huon et al., 2007]. In tale ambito è

stata anche verificata la consistenza della procedura di caratterizzazione confrontan-

do i dati cinematici con quelli ricavati dai calcoli di un calcolo tridimensionale agli

elementi finiti.

L’obiettivo del presente lavoro di dottorato è stato quello di condurre uno studio

sulla risposta meccanica del materiale composito a matrice termoplastica, e fibre corte

di vetro PA66. A tale scopo è stata utilizzata la tecnica innovativa della Correlazio-

ne delle Immagini Digitali (D.I.C.), unitamente a metodi inversi di valutazione delle

proprietà meccaniche e dello stato di danneggiamento subito dal materiale durante le

prove di laboratorio. I risultati sperimentali, ottenuti in laboratorio, sono stati con-
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frontati con i risultati di previsione di un modello accoppiato di danneggiamento e di

plasticità che, facendo uso dei concetti della meccanica del continuo e prevedendo con-

dizioni al contorno analoghe a quelle prove sperimentali, è stato in grado di simulare

la risposta del materiale, e di confermare l’attendibilità del modello teorico.
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Capitolo 1

La Correlazione delle Immagini

Digitali

1.1 Introduzione delle immagini digitali nella Mec-

canica dei Materiali

Lo studio del comportamento meccanico dei materiali è un ambito di ricerca molto

attivo, il cui obiettivo consiste essenzialmente nella ricerca delle equazioni costitutive.

Da un punto di vista teorico le equazioni costitutive sono di origine fenomenologica

e permettono di completare le equazioni provenienti dalle più importanti leggi della

Fisica: il principio di conservazione della massa, il principio di conservazione dell’e-

nergia e il principio di conservazione della quantità di moto. In pratica le equazioni

costitutive sono utilizzate dagli ingegneri nel dimensionamento delle strutture, nel

controllo dei processi di produzione e nella previsione della durata dei componenti

meccanici. Esse costituiscono, insieme alle condizioni di carico ai limiti, la fisica in-

tegrata nei codici di calcolo agli elementi finiti. Attualmente le equazioni costitutive

dei materiali sono ricercate per mezzo di due approcci.

Il primo approccio è di tipo macroscopico ed impiega l’ambito coerente della Ter-

modinamica dei Processi Irreversibili per interpretare gli effetti macroscopici di eventi

microstrutturali complessi e spesso accoppiati, mediante opportune variabili di stato

interne. In oltre vent’anni di studi scientifici questo approccio ha permesso importanti

sviluppi nel campo delle conoscenze sui materiali.

Tuttavia negli ultimi anni, grazie, in parte, all’aumento costante della potenza

di calcolo dei mezzi informatici e allo sviluppo di strumenti di indagine innovativi

17



La Correlazione delle Immagini Digitali

all’interno dei laboratori, sono stati considerevolmente sviluppati ulteriori approcci

di carattere più deduttivo. Utilizzando gli approcci moderni e partendo dalla misura

dei parametri e dei meccanismi di deformazione a livello microstrutturale, è possibile

effettuare passaggi di scala comunemente chiamati passaggi micro-macro, pervenendo

alle leggi di comportamento macroscopiche. I successi ottenuti sono stati notevoli e

molto importanti. In questo modo si è pervenuti a descrizioni accurate dei mecca-

nismi di incrudimento dei metalli [Peyroux et al., 1998], a previsioni realistiche delle

caratteristiche macroscopiche dei materiali compositi [Moreau et al., 2005] e cos̀ı via.

Lo sforzo perseguito in numerosi centri di studio e di ricerca è stato quello di os-

servare accuratamente le manifestazioni termiche, energetiche e cinematiche che si

sviluppano durante i processi deformativi dei materiali. Tale obiettivo ha portato

all’introduzione di due tecniche moderne di osservazione e di misurazione dei processi

evolutivi irreversibili: la termografia a raggi infrarossi e la tecnica di correlazione

delle immagini digitali.

1.2 La termografia a raggi infrarossi

Le deformazioni nei materiali solidi sono accompagnate quasi sempre da emissioni

di calore. Tali sorgenti di calore hanno origini diverse, ma è possibile raggrupparle

in due grandi classi: le sorgenti correlate ad una dissipazione di energia e quelle pro-

venienti da accoppiamenti termomeccanici. Quando il comportamento del materiale

è viscoso, plastico, viscoplastico oppure quando è soggetto a fenomeni di danneg-

giamento o di fessurazione, una parte dell’energia necessaria per la deformazione si

trasforma irreversibilmente in calore e si dice che avviene una dissipazione di energia.

Le sorgenti dovute agli accoppiamenti termodinamici sono rivelatrici del com-

portamento dei materiali [Chrysochoos, 2002]. Nel caso della termoelasticità l’ac-

coppiamento termomeccanico è il concetto alla base del metodo di misura delle

tensioni.

In generale i materiali termoelastici si riscaldano quando sono compressi o si dilata-

no quando sono riscaldati. Tuttavia, i materiali esistenti non sono tutti termoelastici

e sono interessati anche da altri meccanismi di accoppiamento. Ad esempio, nel caso

degli elastomeri o nel caso delle trasformazioni di fase solido-solido (leghe a memo-

ria di forma), i materiali si raffreddano quando vengono compressi o si contraggono

quando sono riscaldati.

In generale i processi deformativi sono accompagnati sempre da variazioni di tem-

peratura, che dipendono dalla diffusività del materiale, dalle condizioni di scambio
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con i mezzi esterni e non sono totalmente intrinseche al comportamento del materiale

stesso.

La conoscenza delle temperature superficiali, che accompagnano i provini duran-

te le loro deformazioni, consente dunque importanti informazioni sulla natura del

materiale in gioco. La necessità di sviluppare opportune tecniche di misura delle

temperature superficiali ha portato alla nascita delle tecniche di trattamento delle

immagini infrarosse. Esse permettono di stimare le potenze calorifiche sviluppate du-

rante i processi deformativi. La termografia a raggi infrarossi rappresenta un mezzo

molto affidabile per il monitoraggio delle mappe di temperatura durante la deforma-

zione dei provini piatti. Poichè la temperatura e la distribuzione del calore all’interno

dei provini obbediscono all’equazione di diffusione, l’elaborazione ed il trattamento

delle immagini termiche permettono anche la stima delle sorgenti locali di calore.

1.3 La tecnica di correlazione delle immagini digi-

tali

Nelle ultime due decadi gli strumeni di calcolo e simulazione, utilizzati nella mec-

canica dei materiali, sono diventati sempre più potenti. Il progresso compiuto nel

campo del calcolo scientifico ha dato origine ad un nuovo ramo della meccanica,

chiamato meccanica computazionale dei solidi, che permette di applicare modelli di

comportamento realistici e anche più complessi. Naturalmente la consistenza del-

le simulazioni, permesse dalle applicazioni della meccanica computazionale, dipende

moltissimo dall’efficacia e dall’attinenza alla realtà delle equazioni costitutive im-

plementate nei codici di calcolo computazionali. Le equazioni costitutive sono spesso

identificate attraverso esperimenti compiuti su strutture molto particolari, per le quali

le distribuzioni di tensione e di deformazione sono ipotizzate o note a priori. L’esigen-

za di indagare sulle equazioni fenomenologiche di situazioni realistiche ha portato alla

nascita e allo sviluppo di esperimenti termomeccanici complessi. Questo tipo di espe-

rimenti richiede accurate misure di spostamenti e di deformazione (i.e. localizzazione

delle deformazioni nei materiali, concentrazioni di deformazioni in punti particola-

ri, singolarità negli spostamenti e nelle deformazioni dei solidi fessurati). Purtroppo

esistono delle situazioni reali nelle quali l’impiego degli strumenti classici per la misu-

ra degli spostamenti e delle deformazioni (trasduttori di spostamento, estensometri,

strain gauges) risulta difficoltoso, se non addirittura impossibile: si pensi alle misure

eseguite alle alte temperature o su materiali che rendono difficoltosa l’applicazione

degli strumenti [Périé et al., 2002].
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Le risorse computazionali correntemente disponibili offrono nuovi e potenti mezzi di

elaborazione dei dati sperimentali. I metodi ottici, che impiegano la tecnica della

Correlazione delle Immagini Digitali, possono fornire i dati di spostamento a tutto

campo di un intero dominio di osservazione piano (full-field measurements).

La tecnica della Correlazione delle Immagini Digitali o “Digital Image Correla-

tion”(D.I.C.) è stata introdotta nello studio sperimentale della Meccanica dei Solidi

all’inizio degli anni ′80. Con questa tecnica sono utilizzate esclusivamente le infor-

mazioni contenute nelle immagini dei provini acquisite durante una trasformazione

meccanica, per determinare il campo di spostamenti responsabile del cambiamento

di configurazione. Tale calcolo viene eseguito identificando punti corrispondenti tra

immagini successive, sulla base di distribuzioni di livelli di grigio simili nell’intorno

dei punti stessi.

La tecnica della correlazione delle immagini digitali (Digital Image Correlation) è

utilizzabile ormai in svariate circostanze. In generale le misure full-field permettono di

superare il gap esistente tra gli esperimenti e le simulazioni, consentendo dei confronti

tra i campi di spostamento e di deformazione ottenuti con le misure e quelli provenienti

dai calcoli.

1.4 Grandezze meccaniche nelle trasformazioni fi-

nite

Con la tecnica di correlazione delle immagini numeriche è possibile percorrere la

storia deformativa di un qualsiasi corpo continuo fino al suo istante di rottura. Le

misure di deformazione realizzate dipendono sempre dal materiale osservato e possono

raggiungere anche valori dell’ordine del 50%. Pertanto il contesto osservato è quello

delle deformazioni finite.

1.4.1 Richiami di meccanica delle trasformazioni finite

Un corpo continuo C è formato da infiniti punti materiali, che possono mettersi

in corrispondenza biunivoca con i punti di un aperto connesso E, la cui frontiera è

costituita da un numero finito di superfici regolari.

Quando un corpo continuo C si deforma, subisce un cambiamento di configurazione

e la posizione di ciascun punto P è individuata dalla traiettoria

x
˜

= x
˜
(X
˜
, t). (1.1)
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Essa è funzione della configurazione iniziale X
˜

e del tempo t.

In ogni istante di tempo t è possibile definire lo spostamento subito dallo stes-

so punto, per passare dalla configurazione di riferimento C(t0) alla configurazione

attuale C(t). Tale spostamento è definito come segue

s
˜
(X
˜
, t) = x

˜
(X
˜
, t) −X

˜
(1.2)

e rappresenta un cambiamento di configurazione che avviene senza lacerazioni, senza

compenetrazioni di materia, rispettando le condizioni imposte sul contorno vincolato

del corpo continuo.

Le deformazioni subite da un qualsiasi corpo continuo si realizzano nel corso delle

prove di carico. In tali circostanze un generico punto P0(X
˜

0), che nell’istante iniziale

ha occupato la posizione X
˜

0 della configurazione di riferimento C(t0), si trasforma nel

punto p0(x
˜

0) della configurazione attuale C(t) 1.1.

L’ipotesi di congruenza richiede che ogni punto P (X
˜
), originariamente apparte-

nente all’intorno di P0

dX
˜

= X
˜
− X

˜
0 ∀dX

˜
∈ I(P0) , (1.3)

si trasformerà nel nuovo punto p(x
˜
) appartenente all’intorno di p0

dx
˜

= x
˜
− x

˜
0 ∀dx

˜
∈ I(p0) . (1.4)

La velocità di p0 nel corso della deformazione è un vettore tangente alla traiettoria

x(X,t)

x (X ,t)00

p

p
0

dx

0v 

v + dv0

I(P )

I(p )

0

0

C(t )0

C(t)

P

P0

dX

Figura 1.1: Deformazione di un intorno I(p0) di un corpo continuo.
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di x0 nel punto p0 stesso ed è espressa come

v
˜

0(x
˜

0, t) =
dx
˜

0

dt
. (1.5)

Verosimilmente la velocità del punto p nell’intorno di p0 si può esprimere come v
˜

=

v
˜

0 + dv
˜

. Assumendo che le velocità siano differenziabili,

dv
˜

=

(
dv
˜
dx
˜

)
dx
˜

(1.6)

si introduce il tensore doppio

L
˜

=
dv
˜
dx
˜

, (1.7)

detto gradiente di velocità. In generale il tensore L
˜

non è simmetrico: L
˜
6= L

˜
T e si può

sempre esprimere come somma delle sue parti simmetrica ed emisimmetrica (1.8).

L
˜

= D
˜

+ W
˜
. (1.8)

I tensori D
˜

e W
˜

sono noti rispettivamente come “tensore velocità di deformazione”

e “tensore velocità di rotazione”. Essi si esprimono secondo le (1.9). In particolare

la (1.9a) verrà utilizzata per caratterizzare la velocità di deformazione.

D
˜

=
1

2

(
L
˜

+ L
˜

T
)

(1.9a)

W
˜

=
1

2

(
L
˜
− L

˜
T
)

(1.9b)

L’equazione (1.8) permette di esprimere la velocità di un qualsiasi punto dell’intorno

deformato I(p0) secondo la (1.10).

v
˜

= v
˜

0 + W
˜

dx
˜

+ D
˜

dx
˜
. (1.10)

L’atto di moto dell’intorno deformato I(p0) può pensarsi costituito da una parte

responsabile della traslazione rigida v
˜

0, da un’aliquota responsabile della velocità di

rotazione W
˜

dx
˜

e da una parte rappresentativa della celerità di deformazione D
˜

dx
˜

[Corradi Dell’Acqua, 1992].

L’equazione (1.2) permette di esprimere un qualsiasi intorno nella configurazio-

ne deformata in funzione dello stesso intorno nella configurazione indeformata. In

particolare, passando dalla (1.2) alla (1.11)

x
˜
(X
˜
) = X

˜
+ s

˜
(X
˜
, t) (1.11)
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e differenziando rispetto a dX
˜

, si ottiene

F
˜

=
dx
˜

dX
˜

= I
˜
+

ds
˜

(X
˜
)

dX
˜

. (1.12)

Il tensore F
˜

è noto come gradiente di deformazione e, attraverso la (1.13), permette

di esprimere un qualsiasi intorno deformato in funzione dello stesso intorno nella

configurazione di riferimento [Ascione and Grimaldi, 1989; Corradi Dell’Acqua, 1992].

dx
˜

= F
˜

dX
˜

(1.13)

Il tensore F
˜

è sempre decomponibile nel prodotto di due trasformazioni (1.14).

F
˜

= R
˜
U
˜

= V
˜
R
˜

(1.14)

Il tensore R
˜

è noto come “tensore di rotazione”, mentre i tensori U
˜

e V
˜

sono due

tensori definiti positivi, noti rispettivamente come “tensore destro della deformazione”

e “tensore sinistro della deformazione”.

Le relazioni (1.15) manifestano un legame analitico tra i tensori F
˜

, U
˜

e V
˜

[Ascione

and Grimaldi, 1989].

U
˜

2 = F
˜

TF
˜

V
˜

2 = F
˜
F
˜

T (1.15)

Nell’ambito delle deformazioni di Hencky le stesse (1.15) possono scriversi nella for-

ma (1.16). In esse la (1.16a) rappresenta una misura di deformazione finita che si

riferisce alla configurazione di riferimento C(t0), mentre la (1.16b) è una misura di

deformazione finita che si riferisce alla configurazione attuale C(t).

e0 = log U
˜

(1.16a)

ē0 = log V
˜

(1.16b)

Un notevolissimo esempio di misura di deformazione finita è rappresentato dal

tensore doppio simmetrico (1.17).

E
˜
(X
˜
) =

1

2

(
F
˜

TF
˜
− I

˜

)
(1.17)

Esso è noto come “tensore di deformazione di Green-Lagrange” e rappresenta una

misura di deformazione riferita alla configurazione indeformata C(t0). Qualora ven-

ga utilizzato come misura di deformazione, il corrispondente “tensore di velocità di

deformazione secondo Lagrange” è fornito dalla (1.18).

Ė
˜

= F
˜

T D
˜

F
˜

(1.18)
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Una misura di deformazione finita analoga al tensore di Green-Lagrange, ma ri-

ferita alla configurazione attuale C(t), è il “tensore di Almansi” (1.19) [Ascione and

Grimaldi, 1989].

A
˜
(X
˜
) =

1

2

(
I
˜
− F

˜
−T F

˜
−1
)

= F
˜
−T E

˜
F
˜
−1 (1.19)

In questo lavoro di tesi lo stato tensionale verrà espresso come tensioni di “Cau-

chy”. Poichè l’obiettivo del lavoro consiste nella discussione e nell’applicazione di

tecniche inverse di identificazione, le proprietà materiali non sono note a priori, dun-

que di seguito viene dimostrata la relazione che, indipendentemente dalle proprietà

materiali, permette di correlare le tensioni di Cauchy alle deformazioni finite riferite

alla configurazione di riferimento (1.16a).

A tal fine si osserva che, nel caso di un materiale isotropo, sussiste la relazione

seguente [Ogden, 1983]:

T
˜

0 = R
˜

TJT
˜
R
˜
, (1.20)

nella quale T
˜

0 è il tensore delle tensioni coniugato delle deformazioni finite (1.16a),

T
˜

è il tensore delle tensioni di Cauchy, R
˜

è il tensore di rotazione pura, prove-

niente dalla decomposizione polare (1.14), e J è il determinante del gradiente della

trasformazione (1.12).

Nel caso di un materiale incompressibile risulta J = 1, e se il materiale è sottoposto

ad una prova meccanica di trazione pura il tensore di rotazione pura si riduce al

tensore identità (R
˜

= I
˜
). In questo caso dalla (1.20) consegue che i tensori T

˜
0 ed T

˜
rappresentano lo stesso stato tensionale:

T
˜

0 = T
˜
. (1.21)

Si introduce a questo punto il “secondo tensore di Piola-Kirchhoff” (T
˜

R):

T
˜

R = JT
˜
F
˜
−T . (1.22)

Nel caso di prova di trazione omogenea il tensore di rotazione coincide con il tensore

identità (R
˜

= I
˜
), l’espressione (1.14) si riduce ad F

˜
= U

˜
, ed il secondo tensore di Piola

Kirchhoff si esprime come segue:

T
˜

R = JT
˜
U
˜
−T , (1.23)

da cui, banalmente, consegue un’espressione del tensore di Cauchy in funzione del

secondo tensore di Piola-Kirchhoff:

T
˜

=
1

J
T
˜

RU
˜
. (1.24)
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In particolare, esprimendo con y l’asse longitudinale di un provino sottoposto a prova

omogenea di trazione meccanica, la componente T
˜

11 della (1.24),che in questo lavoro

verrà espressa come σY , vale:

T
˜

11 =
1

J
T
˜

R1i
U
˜

i1, (1.25)

nella è sottintesa la sommatoria sull’indice ripetuto i. Tuttavia, poichè nella prova di

trazione l’unica componente di tensione diversa da zero è la T11, l’espressione (1.25)

diventa:

T
˜

11 =
1

J
T
˜

R11
U
˜

11. (1.26)

Esplicitando l’espressione (1.26) si ottiene la relazione

σY =
F (t)

J · S0
exp(logU11), (1.27)

in essa F (t)/S0 rappresenta la tensione convenzionale, calcolata come rapporto tra

il carico F (t), applicato nel generico istante t, e l’area iniziale S0 del provino nella

configurazione indeformata.

A partire dall’espressione (1.27), e nel caso di materiale incompressibile (J = 1) si

ottiene la seguente espressione della tensione di Cauchy σY in funzione della tensione

convenzionale e della deformazione finita εY :

σY =
F (t)

S0
expεY , (1.28)

mentre per trasformazioni non isocore risulta conveniente esprimere le tensioni in

accordo con l’espressione di Kirchhoff:

J TY =
F (t)

S0
expεY . (1.29)

1.5 Dispositivo sperimentale utilizzato

Il dispositivo sperimentale, utilizzato durante le prove di laboratorio, ha compreso:

una macchina per prove di carico, due calcolatori elettronici ed una camera C.C.D..

La macchina da prova utilizzata è stata una macchina servoidraulica con cella di ca-

rico della capacità portante massima di 100KN . Essa è gestita da un calcolatore

elettronico che, oltre a pilotarla, acquisisce i dati macroscopici del carico e gli sposta-

menti della traversa mobile. La camera C.C.D. è posizionata di fronte al campione da

testare (Fig. 1.2), per acquisire immagini ad alta frequenza della superficie del pro-

vino deformato. Tali immagini sono digitalizzate e salvate su un secondo calcolatore

elettronico.
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Figura 1.2: Dispositivo sperimentale utilizzato per le prove di laboratorio.

1.5.1 Principio di funzionamento e caratteristiche della ca-

mera C.C.D.

La camera C.C.D. è un rivelatore di luce elettronico, che utilizza un dispositivo

a base di silicio, per registrare la luce proveniente dall’esterno. Il wafer di silicio,

detto Charge Coupled Device, è un componente elettronico, composto da un array di

microcelle chiamate fotositi. Ognuna di queste celle è una struttura di un elemento

detto pixel. Ciascun pixel può essere composto da una matrice di migliaia di fotositi.

Il principio di funzionamento della C.C.D. si basa sull’effetto fotoelettrico, per

cui gli elettroni emessi sono confinati in una data regione in quantità proporzionale

al tempo di esposizione fotonica e alla quantità di fotoni incidenti. Quando la luce

svanisce, gli elettroni vengono scaricati e i dati ottenuti sono processati per ottenere

le immagini di output.

La camera utilizzata per questo lavoro è stata una Camera C.C.D. CAMELIA 8M

(Fig. 1.2). Essa è una camera ad alta risoluzione dotata di una matrice di detector

composta da 1317 pixels X1035 pixels. Le immagini acquisite durante la prova mecca-

nica sono digitalizzate e registrate con una risoluzione di 3500 pixels X2300 pixels in

un formato 12 bit, ed un numero di livelli di grigio compreso tra 0 e 95. I calcoli di

correlazione sono eseguiti sulle immagini digitalizzate, quindi, devono essere il rifles-

so esatto della superficie esaminata. Pertanto l’obiettivo della camera C.C.D. deve

introdurre una distorsione minima dell’immagine, mentre il piano del sensore deve

risultare rigorosamente parallelo al piano del provino. Nel caso contrario tutti gli

errori di parallasse si tradurrebbero in deformazioni ottiche parassite. Siccome tutte

le informazioni sono estratte da immagini digitali, le unità di misura di base sono
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i pixels e non le unità metriche. La conversione tra le due unità di misura avviene

tramite un opportuno fattore di scala, che dipende dalla distanza tra l’obiettivo della

camera C.C.D. ed il provino. Il fattore di scala rappresenta anche la sensibilità dello

strumento nelle particolari condizioni di lavoro. Un ordine di grandezza tipico per il

fattore di scala è dell’ordine dei 100 µm/pixels. Le immagini derivate sono elaborate

seguendo il procedimento descritto nei prossimi paragrafi, che permette di detrarre

la ripartizione delle grandezze cinematiche (deformazioni e velocità di deformazione)

sulla superficie del provino captata durante la prova.

Il posizionamento della camera C.C.D. rispetto al provino osservato richiede alcu-

ne necessarie accortezze che garantiscono la buona riuscita delle misure.

Anzitutto è importante impedire gli spostamenti fuori piano della camera, che sono

corretti attraverso una vite micrometrica. Dopo un primo posizionamento grossolano

viene eseguita una regolazione accurata, impartendo al provino spostamenti massimi

dell’ordine dei 10 ÷ 20mm. A tali spostamenti devono corrispondere deformazioni

identicamente nulle. Questa condizione permette di correggere i difetti di posiziona-

mento della camera. Ad ogni modo gli errori nella stima delle deformazioni, associati

ad un possibile difetto di posizionamento, sono dell’ordine di 10−4, mentre il calcolo

per correlazione può raggiungere precisioni dell’ordine di 10−5, chiaramente maggiori

dell’errore stesso. É importante evitare che la camera C.C.D. rilevi i movimenti pa-

rassiti durante l’applicazione del carico, che darebbero luogo a deformazioni fittizie

sulla superficie osservata. A tal fine i provini sono montati alla macchina da prova

con delle mordacchie rigide, controllando che l’asse del provino sia ben allineato con

l’asse di trazione della macchina, per assicurare l’uniassialità della sollecitazione.

1.5.2 Aspettative nelle caratteristiche del metodo

Lo studio sperimentale dei fenomeni di localizzazione richiede stime spazio-temporali

precise delle grandezze cinematiche associate all’evoluzione deformativa. Nel tratta-

mento delle immagini numeriche il primo passo consiste nella stima del campo di

spostamenti superficiali del provino captato con la camera C.C.D. durante la prova

meccanica. Tale stima impone che la tecnica di correlazione delle immagini digitali

rispetti meticolosamente le seguenti caratteristiche:

1. le misure devono essere stimabili con una precisione compresa tra [0.1, 100] pixels,

corrispondente ad un intervallo di circa [10−2, 10]mm;

2. le misure devono poter essere realizzate su numerosi punti (circa 100X100 punti

di misura per ogni immagine);
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3. una buona densità delle misure nel tempo. Un’elaborazione consistente richiede

almeno 100 immagini consecutive;

4. sensibilità ridotta a perturbazioni esterne quali le vibrazioni e le fluttuazioni

dell’intensità luminosa.

La tecnica di correlazione delle immagini digitali, le cui caratteristiche sono pre-

sentate in questo capitolo, è stata brevettata presso il Laboratoire de Mécanique et

Génie Civil dell’Università di Montpellier II. Tale tecnica è in grado di acquisire un

punto di misura ogni 0.3 ÷ 0.4mm, permettendo un buon compromesso tra densità

delle misure e tempi di calcolo. Inoltre la necessità di monitorare la crescita del-

le localizzazioni nel tempo ha richiesto frequenze di misura sufficientemente elevate;

pertanto l’acquisizione delle immagini è avvenuta ogni 0.5% di deformazione. Un

valore ridotto avrebbe reso difficile il rilievo di localizzazioni ridotte.

I fenomeni evolutivi, che si riferiscono alla meccanica dei corpi continui, sono de-

scritti attraverso delle grandezze locali. L’obiettivo della tecnica di correlazione delle

immagini digitali è quello di fornire opportune misure da cui estrarre informazioni a

livello della scala del punto materiale. Si perviene a questo genere di informazioni

attraverso le misure degli spostamenti dei punti appartenenti alle superfici osservate.

A tali spostamenti è successivamente applicato un trattamento numerico per il calcolo

delle grandezza derivate.

In particolare la tecnica di correlazione delle immagini digitali ha aperto il pas-

saggio verso l’identificazione dei fenomeni di localizzazione. A tal uopo i campi di

spostamento sono misurati utilizzando la tecnica granulometrica in condizione di luce

bianca. Le superfici dei provini, osservate con la camera C.C.D., sono accuratamente

preparate prima di ogni prova. Dapprima sono coperte con della vernice nera che vie-

ne lasciata essiccare. Successivamente sono parzialmente ricoperte con della tintura

acrilica di colore bianco. Tale tintura è spruzzata in maniera disuniforme sullo strato

di vernice nera, permettendo di realizzare numerose macchie di dimensione e forma

irregolari, con tonalità variabili tra il bianco ed il grigio scuro. Le macchie ottenute

permettono di identificare i punti della superficie del provino necessari per le misu-

re di spostamento e per il successivo calcolo delle grandezze derivate (deformazioni,

velocità di deformazioni, ecc.). Le immagini acquisite e digitalizzate per mezzo della

camera C.C.D. sono quindi costituite da un elevato numero di macchie d’intensità,

forma e dimensioni variabili, ripartite aleatoriamente.
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1.5.3 Il metodo granulare in luce bianca

In generale i metodi ottici di misura risultano molto adatti allo studio dei fenomeni

di localizzazione. I metodi classici utilizzano strumenti puntuali (gauges, estensome-

tri, trasduttori di spostamento . . . ) che forniscono informazioni relative al solo punto

in cui vengono applicati, e comportano lo svantaggio di dover essere applicati sulla

zona interessata. Contrariamente, utilizzando i metodi ottici, le misurazioni sono

effettuate senza contatto fisico con il materiale osservato. Questo vantaggio è note-

vole, perchè l’assenza di contatto impedisce agli strumenti di misura di disturbare la

superficie osservata, e di inficiare i risultati ottenuti. Infatti le stesse localizzazioni

possono modificare l’aderenza tra la superficie e gli estensimetri, ad esempio, falsando

le misure.

Il metodo della correlazione delle immagini digitali è una tecnica che, oltre ad

essere poco sensibile alle perturbazioni esterne, fornisce informazioni complete su

tutta la superficie osservata (full-field measurements), consentendo sia di misurare i

campi di spostamenti e di deformazione sia di individuare le zone in cui si realizzano

le localizzazioni durante il processo deformativo.

Ogni punto subisce uno spostamento che possiede tre componenti, di cui due

appartenenti alla superficie osservata ed una terza componente perpendicolare alla

superficie stessa. Tuttavia, le componenti di spostamento misurate sono quelle appar-

tenenti alla superficie rilevata dalla camera C.C.D.. Le successive deformazioni sono

calcolate attraverso il gradiente del campo di spostamenti. Per ogni punto si calcolano

quindi le componenti piane del tensore di deformazione, mentre opportune ipotesi di

natura meccanica rendono possibile il calcolo della componente di deformazioni fuori

piano.

Le misure sono state eseguite utilizzando la luce bianca. 1 Esistono dei materiali

che alle normali scale di osservazione presentano delle superfici con un aspetto natu-

ralmente contrastato. Esempi di questo tipo di materiali sono il legno e il calcestruzzo,

per i quali l’impiego della luce bianca non richiede alcuna preparazione preventiva del-

le superfici. Al contrario, nel caso degli acciai e dei polimeri, occorre pretrattare con

le vernici nera e bianca le superfici, al fine di ottenere l’effetto granulare necessario

(Fig. 1.3).

La tecnica della correlazione delle immagini digitali, adottata per la misura degli

spostamenti, si basa sul trattamento delle immagini acquisite durante la sollecitazione

dei provini. Il trattamento permette di passare dalle immagini superficiali al campo di

1In condizione di luce bianca, sono riflesse soltanto le lunghezze d’onda che realizzano le condizioni
di massimo. Le lunghezze d’onda corrispondenti alle condizioni di minimo sono soppresse.
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La Correlazione delle Immagini Digitali

Figura 1.3: Esempio di immagine granulare acquisita dalla camera C.C.D..

deformazione e si effettua a posteriori in due tempi: per prima cosa si calcola il campo

di spostamenti e successivamente le deformazioni sono calcolate per derivazione degli

spostamenti stessi.

1.6 La Correlazione delle immagini digitali

Con la tecnica di correlazione delle immagini digitali sono calcolate le componenti

di spostamento afferenti a ciascun istante di acquisizione di una prova meccanica. Gli

spostamenti rappresentano i cambiamenti di configurazione subiti dai punti della su-

perficie di un provino piano, passando da un’immagine alla successiva. In particolare

lo spostamento di un punto P , appartenente all’immagine di riferimento, è associato

allo spostamento di una “sotto-immagine”costituente un intorno digitale dello stesso

punto all’interno di una generica immagine deformata. L’intorno digitale costituente

la sotto-immagine del punto P si chiama “Zona di Correlazione” (ZC).

La tecnica della correlazione digitale consiste nel ricercare l’ornamento granulame-

trico (ovvero la distribuzione dei livelli di grigio), contenuto nella zona di correlazione,

all’interno delle immagini acquisite negli istanti successivi a quello iniziale (Fig. 1.4).

Tale ricerca è limitata ad una zona di ampiezza fissata, chiamata “Zona di Ricerca”

(ZR).

L’effetto granulometrico permette di interpretare le immagini digitali come dei

segnali bidimensionali. In tal caso ogni immagine digitalizzata corrisponde alla distri-

buzione della funzione di ripartizione dell’intensità luminosa sulla superficie osservata.

Pertanto lo spostamento subito dai punti appartenenti a due immagini, acquisite in

istanti diversi, viene calcolato come sfasamento di due segnali bidimensionali.

In figura 1.5 è stato rappresentato il caso dello sfasamento tra due segnali uni-

dimensionali. In questa figura l’ascissa x rappresenta una coordinata di riferimento,

cioè una qualsiasi direzione dell’immagine, mentre la curva continua f(x, t) rappre-

senta la funzione d’intensità luminosa e dipende dallo spazio (x) e dal tempo (t).

La figura 1.5 rappresenta una idealizzazione, perchè nella realtà la digitalizzazione,
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u

Zc rZ

(a) (b)

Figura 1.4: Rappresentazioni della zona di correlazione ZC e della zona di ricerca ZR nelle
immagini iniziale (a) e finale (b).

effettuata attraverso la camera C.C.D., realizza un’acquisizione discreta di segnali

bidimensionali a diversa intensità luminosa.

L’obiettivo, come più volte sottolineato, è quello di fornire una stima attendibile

dello spostamento u
˜
(M, t1) del generico punto M tra gli istanti t1 e t2. Nel seguito

di questa introduzione al funzionamento della D.I.C. si espongono i principi gene-

rali della tecnica, con particolare riferimento alla metodologia applicata dall’équipe

di Thermomécanique des Matériaux del Laboratoire des Mécanique et Génie Civil

dell’Università di Montpellier II. La trattazione completa, ed il confronto dei diversi

metodi di calcolo sono reperibili in [Bornert et al., 2009].

Siano X
˜

= (X,Y ) ed x
˜

= (x, y) i vettori posizione dello stesso punto M di un

provino in due immagini distinte, e quindi appartenenti rispettivamente alle configu-

razioni indeformata e deformata, e siano, inoltre, f(X
˜
) e g(x

˜
) i corrispondenti livelli di

grigio. Lo spostamento del punto M è determinabile una volta nota la trasformazione

meccanica ΦM tale che x
˜

= ΦM (X
˜
). La seguente relazione di conservazione assicura

l’uguaglianza tra i livelli di grigio nelle configurazioni indeformata e deformata:

g(ΦM (X
˜
)) = f(X

˜
). (1.30)

L’obiettivo degli algoritmi di calcolo della D.I.C. consiste nel determinare la trasfor-
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Figura 1.5: Esempio di spostamento tra segnali unidimensionali

mazione ΦM partendo dalla conoscenza dei segnali corrispondenti ai livelli di grigio

f e g. Tale problema, noto come “determinazione del flusso ottico”, consiste in un

problema inverso mal posto, risolvibile in maniera approssimata con l’aiuto di ipotesi

opportune.

I classici algoritmi di correlazione prevedono una decomposizione delle immagi-

ni di riferimento in sottodomini D di forma quadrata, chiamati anche “finestre di

correlazione”. In ciascuno di tali sottodomini la trasformazione incognita ΦM è ap-

prossimata con delle funzioni di forma Φ, appartenenti alla famiglia εD delle funzioni

continue di spostamento, descritte da un numero limitato di parametri scalari. Tali

parametri sono calcolati attraverso l’algoritmo generale della D.I.C., minimizzando

un coefficiente di correlazione, che misura la differenza tra le distribuzioni dei livelli

di grigio nel sottodominio D dell’immagine di riferimento e nel suo corrispondente

all’interno dell’immagine deformata:

ΦD ≈ ArgminΦ C(Φ), conΦ ∈ εD. (1.31)

In letteratura esistono varie possibilità per la scelta del coefficiente di correlazione

C(Φ) e delle funzioni di forma Φ. I coefficienti di correlazione possono essere cal-

colati attraverso espressioni ai minimi quadrati, oppure per mezzo del prodotto di

correlazione, in entrambi i casi la loro espressione può essere normalizzata oppure no.

L’algoritmo sviluppato presso l’équipe di Thermomécanique des Matériaux del La-

boratoire des Mécanique et Génie Civil dell’Università di Montpellier II, ed aggiornato
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1.6 La Correlazione delle immagini digitali

sotto la direzione del Prof. Wattrisse, fa uso della seguente espressione normalizzata

per il prodotto di correlazione:

CNCC(Φ) = 1 −

∫

ZC

f(X
˜
) · g[Φ(X

˜
)] dX

˜√∫

ZC

f(X
˜
)2 dX

˜

√∫

ZC

g[Φ(X
˜
)]2 dX

˜

, (1.32)

nella quale le integrazioni avvengono sulla zona di correlazione ZC , che rappresenta

il generico sottodominio D dell’immagine di riferimento. Il coefficiente di correlazio-

ne (1.32) assume un valore pari a zero quando la funzione di forma sul sottodominio

rappresentato dalla zona di correlazione è pari alla funzione di trasformazione cercata:

Φ = ΦM .

L’inevitabile presenza di rumore random n(X
˜
) nelle immagini numeriche, deter-

mina una restrizione di ΦM sulla zona di correlazione che non appartiene alla famiglia

di funzioni εD. Questo fenomeno richiede alla (1.30) di modificarsi nell’espressione

seguente:

g(ΦM (X
˜
)) = f(X

˜
) + n(X

˜
). (1.33)

Si assume che, anche in presenza di rumore, la trasformazione Φ0, che minimizza il

coefficiente di correlazione (1.32), fornisce la migliore approssimazione locale di ΦM

su D, e quindi su ZC . In particolare, lo spostamento s
˜
0 del punto centrale X

˜
0 del

sottoinsieme D è valutabile come:

u
˜

0 = Φ0(X
˜

0) −X
˜

0. (1.34)

Un’espressione ancora più generale per la(1.30) è quella che tiene conto del cambio

di contrasto luminoso dovuto a differenti condizioni di illuminazione:

g(ΦM(X
˜
)) = c · f(X

˜
) + b+ n(X

˜
), (1.35)

nella quale b e c sono opportune costanti scalari. Tuttavia l’espressione (1.32), scelta

per la rappresentazione del coefficiente di correlazione risulta insensibile alla costante

c [Bornert et al., 2009].

Sia ∆X
˜

= X
˜
− X

˜
0, considerando un’espansione in serie di Taylor, arrestata al

primo ordine, dello spostamento u
˜
(X
˜
) = Φ(X

˜
) − X

˜
attorno al punto centrale X

˜
0 del

sottoinsieme D:

u
˜
(X
˜
) = u

˜
(X
˜

0) +
∂u
˜

∂X
˜

|X
˜

0
· ∆X

˜
+

1

2
∆X

˜
T · ∂

2u
˜

∂X
˜

2 |X
˜

0
· ∆X

˜
+ . . . , (1.36)
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si ottengono le componenti orizzontale u1(X,Y ) e verticale u2(X,Y ) della trasforma-

zione affine ad otto coefficienti:
{
u1(X,Y ) = a1 + a3∆X + a5∆Y + a7∆X∆Y

u2(X,Y ) = a2 + a4∆X + a6∆Y + a8∆X∆Y.
(1.37)

Un campo di spostamenti u
˜
(X,Y ) con componenti (1.37) è generalmente utilizzato

per piccoli gradienti di deformazione, e la sua espressione è la seguente:

u
˜
(X,Y ) = u1(X,Y ) · i

˜
1 + u2(X,Y ) · i

˜
2, (1.38)

nella quale con i
˜
1 ed i

˜
2 si sono indicati i versori degli assi di riferimento orizzontale e

verticale rispettivamente.

Tenendo conto delle (1.34) e (1.38), l’espressione di Φ nel punto centrale di ogni

sottodominio D si esprime come segue:

Φ(X
˜
) = X

˜
+ [u1(X,Y )i

˜
1 + u2(X,Y )i

˜
2], (1.39)

quindi, utilizzando lo spostamento u
˜
(X,Y ), il segnale bidimensionale g(x

˜
) nella confi-

gurazione deformata si può esprimere come segnale nella configurazione di riferimento

f(X
˜
):

g(x
˜
) = g(Φ(X

˜
)) = f [X

˜
+ u

˜
(X
˜
)]. (1.40)

Inserendo l’espressione (1.40) all’interno della (1.32), si osserva che un valore nullo del

coefficiente di correlazione si ottiene quando il minuendo della (1.40) assume valore

massimo:

max
X,Y

(
∫

ZC

f(X
˜
) · f [X

˜
+ u

˜
(X,Y )] dX

˜√∫

ZC

f(X
˜
)2 dX

˜

√∫

ZC

f [X
˜

+ u
˜
(X,Y )]2 dX

˜

)
. (1.41)

A questo punto bisogna osservare che i segnali all’interno della (1.41) sono espressi

dalla funzione continua f , mentre nella realtà i segnali, acquisiti dalla camera C.C.D.,

sono discreti. Il passaggio al caso discreto della (1.41) richiede due osservazioni.

Innanzitutto un segnale discreto può essere sfasato soltanto di un valore pari ad

un multiplo di un pixel, pertanto anche le variabili indipendenti X ed Y possono

assumere soltanto valori discreti, con componenti di spostamento pari a multipli del

pixel. Una risoluzione più accurata si ottiene interpolando i valori locali dei livelli di

grigio con polinomi di classe di continuità C0 e C1.

Inoltre gli integrali devono essere calcolati con opportuni metodi d’integrazione

discreta. Il ricorso al metodo d’integrazione di Riemann permette un calcolo molto
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veloce. Tuttavia, poichè il numero di somme da realizzare è elevato, i tempi di calcolo

potrebbero essere comunque molto lunghi, pertanto si utilizza la trasformata veloce di

Fourier (F.F.T.), che permette un ulteriore incremento delle velocità computazionali.

Nel caso discreto la funzione di correlazione (1.32) si esprime nel modo seguente

[Wattrisse et al., 2001b]:

ϕ̄(k, l) =

ZC\2∑

i,j=−ZC\2

I1(i0 + i, j0 + j)I2(i0 + i+ k, j0 + j + l)

√√√√
ZC\2∑

i,j=−ZC\2

I1(i0 + i, j0 + j)2

√√√√
ZC\2∑

i,j=−ZC\2

I2(i0 + i+ k, j0 + j + l)2

. (1.42)

Nella (1.42) i0 e j0 sono le coordinate in pixels di un generico punto della superficie ,

I1 ed I2 rappresentano due immagini separate da uno shift temporale molto piccolo,

mentre k ed l sono due valori appartenenti alla zona di ricerca: k, l ∈ [−ZR, ZR].

1.6.1 Scelta dei valori della ZC e della ZR

I tempi di calcolo della funzione (1.42) aumentano in funzione dei valori scelti per

ZC e per ZR secondo un legame quadratico.

Il parametro ZC influenza l’accuratezza delle misure di spostamento. In particolare

l’accuratezza migliora scegliendo valori grandi del parametro ZC . Un compromesso

adeguato tra velocità ed accuratezza si ottiene per valori della ZC di circa 20X20

pixels. Per ridurre i tempi di calcolo si possono scegliere valori piccoli della ZR. Tut-

tavia, nel caso di grandi spostamenti, questa scelta può comportare incrementi di

spostamento troppo alti. Una strategia adatta a mantenere tempi di calcolo bassi

consiste nel calcolare una stima approssimata del campo di spostamenti su una gri-

glia virtuale rada (dell’ordine di 25X50 pixels), utilizzando un valore della zona di

ricerca ZR sufficientemente grande. Successivamente gli spostamenti vengono calcola-

ti su una griglia più fine, interpolando i dati di prima approssimazione ottenuti sulla

griglia rada [Wattrisse et al., 2001a]. Ad esempio tra due immagini con risoluzione di

1024X1024 pixels, rappresentative di uno stato di deformazione omogeneo del 10%, si

può scegliere una zona di ricerca ZR di almeno 103 pixels. In tal caso, calcolando gli

spostamenti di 104 punti, il tempo computazionale per un calcolo completo si aggira

sui 22 × 103 secondi. Viceversa, calcolando il campo di spostamenti attraverso l’in-

terpolazione dei valori corrispondenti a 102 punti, il tempo di calcolo si riduce a circa

264 secondi. Utilizzando la prima stima del campo di spostamenti, si può scegliere

un valore per la zona di ricerca (ZR) compreso tra 3 e 5 pixels.
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1.7 Calcolo della componente di spostamento fuori

piano

La tecnica di correlazione, esposta al paragrafo precedente, dà accesso alle compo-

nenti piane di spostamento, appartenenti alla superficie captata dalla camera C.C.D..

A partire dalla conoscenza di tali componenti di spostamento ed applicando un’equa-

zione supplementare, fornita da un’ipotesi di natura meccanica, è possibile stimare

anche la componente di spostamento fuori piano. In [Wattrisse Bertrand, 1999] l’i-

potesi meccanica, alla quale si è fatto ricorso è stata l’incompressibilità materiale.

Utilizzando il formalismo dell’espressione ricavata in [Wattrisse Bertrand, 1999], e

tenendo conto che, a causa del danneggiamento, un materiale composito a fibra corta

subisce una trasformazione non isocora la metodologia per il calcolo della componen-

te di spostamento fuori piano è di seguito esposta. Nel contesto delle trasformazioni

finite sia J = ∆V/V la variazione di volume subita da un intorno infinitesimo di

materiale:

det F
˜

= J , (1.43)

dove, al solito, F
˜

indica il tensore gradiente di deformazione.

In generale lo spostamento di un punto M all’interno di una terna di riferimento

cartesiano si scrive nel modo seguente:

u
˜
(M(x1, x2, x3), t) = u1(M(x1, x2, x3), t)i

˜
1+u2(M(x1, x2, x3), t)i

˜
2+u3(M(x1, x2, x3), t)i

˜
3.

(1.44)

Nella (1.44) x1, x2, x3 rappresentano le coordinate di un generico punto M all’interno

di un sistema di riferimento cartesiano ortonormale, i cui assi sono identificati dai

versori i
˜
1, i

˜
2, i

˜
3. Una semplificazione è possibile ipotizzando che le componenti i

˜
1 ed i

˜
2

non dipendano da x3. In tal caso la (1.44) si scrive come:

u
˜
(M(x1, x2, x3), t) = u1(M(x1, x2, 0), t)i

˜
1+u2(M(x1, x2, 0), t)i

˜
2+u3(M(x1, x2, x3), t)i

˜
3.

L’equazione (1.43) diventa

det F
˜

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∂u1

∂x1

∂u1

∂x2
0

∂u2

∂x1
1 +

∂u2

∂x2
0

∂u3

∂x1

∂u3

∂x2
1 +

∂u3

∂x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(1.45)
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ovvero:

det F
˜

=
(
1 +

∂u3

∂x3

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∂u1

∂x1

∂u1

∂x2

∂u2

∂x1
1 +

∂u2

∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= J . (1.46)

La (1.46) permette di esplicitare la componente di spostamento fuori piano u3 per

integrazione dell’equazione differenziale (1.47).

∂u3

∂x3
=

1

det




1 +
∂u1

∂x1

∂u1

∂x2

∂u2

∂x1
1 +

∂u2

∂x2




− J = f(x1, x2) (1.47)

L’applicazione delle formule (1.42) e (1.47) permette di calcolare il campo di sposta-

menti relativo ai nodi della griglia virtuale, solidale con la superficie osservata. Con

riferimento alla formula (1.42) questi spostamenti rappresentano il passaggio dalla

configurazione rappresentata dall’immagine I1 alla configurazione rappresentata dal-

l’immagine I2. A questo punto la procedura è ripetuta per una nuova coppia di

immagini I2 − I3 e cos̀ı via, fino ad ottenere il path completo dei nodi della griglia

per ogni incremento di carico del processo evolutivo del provino osservato.

Occorre ricordare che i pixels sono rappresentati da numeri interi; pertanto dopo

un qualsiasi incremento di carico la posizione di ciascun punto M non sempre corri-

sponde ad un valore intero di pixel. Il modo più banale di risolvere questo problema

potrebbe essere quello di approssimare la soluzione all’intero più prossimo a quello

calcolato ed utilizzare quest’ultimo come base per i calcoli successivi. Purtroppo que-

sto modo di procedere non solo introdurrebbe un errore nelle misure, ma renderebbe

i risultati incompatibili con la descrizione Lagrangiana del moto. Tipicamente l’in-

cremento di deformazione ∆ε tra due immagini acquisite consecutivamente è di circa

5 × 103. Conseguentemente il massimo errore che si commetterebbe, approssimando

uno spostamento al pixel più vicino, è di ∆ε\2 che corrisponde a 2.5×103. Un errore

di tale entità è sicuramente abbastanza piccolo, tuttavia è ulteriormente ridotto at-

traverso una traslazione numerica delle immagini I1 ed I2. Le zone di correlazione ZC

di ciascun punto M sono traslate di una quantità decimale rispetto agli spostamenti

interi calcolati inizialmente. In questo modo le zone di correlazione seguono sempre

la stessa zona materiale durante tutta la prova.
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1.8 Il problema del calcolo delle derivate

Abbiamo già osservato che, come tutte le misure sperimentali, anche gli sposta-

menti calcolati per correlazione delle immagini numeriche sono inevitabilmente affetti

da rumore. L’obiettivo di questa tecnica non si limita alla valutazione dei campi di

spostamenti, ma consiste anche nella stima dei campi di velocità, di deformazione e

di velocità di deformazione. Tali grandezze cinematiche si ottengono per derivazione

spaziale o temporale dei dati di spostamento. Gli operatori di derivazione comporta-

no lo svantaggio di amplificare il rapporto rumore/segnale, riducendo drasticamente

la possibilità di interpretare il segnale utile rispetto al disturbo generato dal rumore.

Quindi i segnali, che rappresentano i dati di spostamento, devono essere opportuna-

mente trattati prima di procedere al calcolo delle derivate. Tale trattamento è noto

in letteratura come filtering. Di seguito sono rapidamente esposte le tecniche più

comuni.

Interpolazione del segnale Con questa tecnica il campo di spostamenti è in-

terpolato con una funzione polinomiale. L’operatore di derivazione è poi applicato

direttamente alla funzione polinomiale. Questa tecnica è molto rapida ed è anche

molto utilizzata, tuttavia non risulta idonea a ridurre il rumore afferente gli sposta-

menti, pertanto è una tecnica inadatta ad individuare l’attivazione dei fenomeni di

localizzazione nei materiali.

La proiezione del segnale su una base di funzioni Con questa tecnica i segnali

di spostamento sono proiettati su una base di funzioni e gli operatori di derivazione

sono applicati direttamente alle funzioni della base. Le operazioni di proiezione ri-

chiedono tempi di calcolo maggiori rispetto a quelle di derivazione. Esistono diversi

metodi di proiezione del segnale, che differiscono tra loro per la scelta della base di

proiezione utilizzata. Le basi comunemente incontrate sono: base di funzioni trigono-

metriche, base di onde (Wavelet) o base spettrale associata all’operatore differenziale.

Queste tecniche presentano lo svantaggio di essere molto lente e delicate da implemen-

tare, ma permettono di troncare la decomposizione del segnale ad un ordine dato o di

attenuare alcune componenti del segnale. Risultano quindi adatte nello studio dei fe-

nomeni di localizzazione. Tuttavia gli algoritmi di proiezione del segnale, utilizzando

la trasformata veloce di Fourier (F.F.T.), rendono il segnale periodico e richiedono un

campionamento regolare dei dati. Quando si manifestano fenomeni locali, l’aspetto

dei materiali in superficie subisce una drastica trasformazione che diventa responsa-

bile di un calcolo di correlazione difettivo e inaccurato. Nelle condizioni sperimentali
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in cui sono effettuate le prove, i punti interessati da una correlazione difettiva sono

meno dello 0.5%. Si è scelto di ignorare questi punti e quindi di non utilizzare la

trasformata veloce di Fourier.

Il metodo utilizzato per questo lavoro di tesi è un metodo di approssimazione,

messo a punto ed implementato presso il Laboratoire de Mécanique et Génie Civil

di Montpellier. Questo metodo si basa su una tecnica di approssimazione locale ai

minimi quadrati del campo di spostamenti. Il segnale è approssimato mediante una

funzione in prossimità di un punto all’interno di una regione che prende il nome di

“zona di approssimazione” (ZA). La forma della funzione di approssimazione è scelta

in funzione del fenomeno fisico osservato e, dunque, dell’operatore differenziale asso-

ciato. Nel calcolo delle derivate spaziali sono scelte funzioni di approssimazione lineari

che corrispondono a deformazioni costanti sulla zona di approssimazione, mentre per

il calcolo delle derivate temporali sono scelte delle funzioni di approssimazione qua-

dratiche che corrispondono ad un’accelerazione localmente costante. L’operatore di

derivazione è applicato alla funzione di approssimazione e il risultato di questa opera-

zione è assegnato al punto ubicato al centro della zona di approssimazione. Il rumore

viene cos̀ı, in parte, filtrato, scegliendo una funzione di approssimazione adatta al

fenomeno fisico osservato. Effettuando questo calcolo per ogni punto della griglia si

ottiene il campo delle grandezze derivate. Questo procedimento permette il filtraggio

dei dati sperimentali di spostamento senza richiedere maglie regolari di spostamento

[Wattrisse et al., 2001a].
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Figura 1.6: Influenza della ZA sul filtering.

Il parametro ZA equivale al numero fissato di punti attigui, usati per l’infittimento
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locale. Le dimensioni della zona di approssimazione corrispondono al grado locale

di approssimazione e da esse possono dipendere eventuali errori nella stima delle

deformazioni. La scelta del valore da assegnare a ZA rappresenta un compromesso

tra regolarità ed accuratezza dei dati filtrati. In particolare scegliendo grandi valori

di ZA si riduce la deviazione standard delle misure di deformazione; con una scelta di

questo tipo si aumenta l’accuratezza dei calcoli di deformazione, quando tali misure

sono omogenee. Inoltre, in presenza di deformazioni localizzate, valori elevati di ZA

rendono il campo di deformazione uniforme. In figura 1.6 si illustra un esempio di

segnale unidimensionale fd, filtrato con una funzione di approssimazione fa, in cui x è

la variabile rispetto alla quale si esegue l’operazione di derivazione. All’interno della

ZA, a sinistra del punto xn, la funzione di approssimazione fa risulta adeguata alle

variazioni del segnale fd. Nel caso di segnali eterogenei, illustrati nella ZA a destra

del punto xn, la funzione di approssimazione fa sottostima le variazioni del segnale

fd. In prossimità dei bordi delle immagini l’approssimazione avviene su un numero

sp
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ltr

at
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 tempo

bordo dell'immagine

ZA

AZ

punti interni     punti per
prolungamento
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Figura 1.7: Prolungamento degli spostamenti oltre il bordo delle immagini.

ridotto di punti, con conseguente perdita di precisione nelle misure filtrate. Per evitare

questo inconveniente si prolunga il segnale filtrato, conservandone la continuità fino

all’ordine desiderato. Il prolungamento del segnale oltre il bordo delle immagini ne
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richiede un’approssimazione. Il procedimento è illustrato in figura 1.7. Si calcola la

funzione di approssimazione fa1 su una ZA di bordo, prolungandola fino ad un punto

esterno al dominio iniziale, che deve distare dal bordo di un valore uguale al passo

della griglia all’interno della ZA di bordo. A questo punto è possibile spostare la

zona di approssimazione verso l’esterno del dominio iniziale e ricalcolare una nuova

funzione di approssimazione fa2. Il calcolo è reiterato utilizzando i punti generati

all’esterno dell’immagine. La procedura viene interrotta quando fuori dal dominio

iniziale sono stati creati ZA \ 2 punti [Wattrisse et al., 2001a].

1.9 Caratteristiche dell’ottica utilizzata

La camera C.C.D. acquisisce immagini ad alta frequenza durante l’esecuzione

della prova meccanica. Le immagini acquisite sono digitalizzate nel formato a 12 bits,

riconoscendo fino a 95 livelli di grigio. A ciascun pixel dell’immagine è assegnato un

valore del livello di grigio, pertanto le immagini digitalizzate sono immagini in bianco

e nero ad alta risoluzione. La scelta del grigio, come colore di base, costituisce un

ragionevole compromesso tra efficienza e memoria necessaria. Basta pensare, infatti,

che un’immagine con una risoluzione di 3500X2300 pixels, codificata nel formato ad

12 bits, contiene l’equivalente di 1024X1024 = 8, 05 × 106 caratteri ASCII. Risulta

evidente che la digitalizzazione nel formato a 12 bits richiede già un concreto impegno

di memoria. Poichè i livelli di grigio permettono accuratezza e affidabilità, l’uso della

digitalizzazione a colori sarebbe ingiustificata.

La camera C.C.D. fornisce immagini affette da rumore che invalida le misure di

spostamento e di deformazione. Un apposito studio ha dimostrato che il rumore intro-

dotto dalla camera C.C.D. è un rumore Gaussiano, stazionario [Wattrisse Bertrand,

1999]. Nell’ambito della stessa indagine [Wattrisse Bertrand, 1999] è stata condotta

una valutazione dell’errore introdotto dalle aberrazioni ottiche. Al pari del rumore le

aberrazioni sono sempre, inevitabilmente, presenti. Esse consistono in deformazioni

fittizie introdotte dall’obiettivo della camera C.C.D. La stima di tali aberrazioni è

avvenuta confrontando l’immagine reale, aberrata di una mira topografica acquisita

per mezzo della camera C.C.D., con un’immagine artificiale, creata numericamente,

della stessa mira.

La camera C.C.D. ad alta frequenza introduce naturalmente del rumore nei livelli

di grigio delle immagini. Il rumore, appartenente all’immagine corrente, è valutato

per differenza tra l’immagine corrente ed un’immagine di riferimento. É stato stimato

che, il rumore elettronico, introdotto nei livelli di grigio delle immagini acquisite per
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questo lavoro di tesi, è un intero compreso tra ∈ [−1600, 1850]; esso si distribuisce

attorno al valore medio 22.87 con una deviazione standard di 36.89 (figura 1.8).
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Figura 1.8: Caratteristiche del rumore nei dati.

1.10 La validazione del metodo

Il metodo descritto ha richiesto una controllo di validazione, al fine di verificarne

l’affidabilità e di assicurarne le potenzialità. A tal uopo sono richiesti due tipi di

controlli.

Il primo consiste nel controllare che gli spostamenti e le deformazioni, ottenuti per

correlazione, eguaglino, a meno delle incertezze sulle misure, le corrispondenti quan-

tità afferenti ad una traslazione rigida del provino osservato. Questo genere di prova

è facile da realizzare.

Con il secondo bisognerebbe conoscere a priori la soluzione relativa ad un corpo defor-

mabile sottoposto a condizioni a contorno note. Tuttavia, è praticamente impossibile

imporre sperimentalmente un campo di deformazioni, noto a priori, su una struttura

reale. Pertanto, le procedure e gli algoritmi di correlazione e di differenziazione sono

stati testati sulle immagini analitiche deformate numericamente. Infatti, nell’ambi-

to del metodo di correlazione, una data immagine I1 può essere tanto reale quanto

virtuale. Partendo da un’immagine di riferimento reale, acquisita in condizioni nor-
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mali, la funzione d’intensità luminosa è stata valutata ai nodi di una griglia regolare

virtualmente sovrapposta all’immagine. Questi dati nodali sono stati interpolati con

una spline bicubica, al fine di avere un’espressione analitica della funzione d’intensità

luminosa [Wattrisse Bertrand, 1999]. É bene osservare che un’interpolazione di questo

tipo è possibile soltanto se l’intensità luminosa dell’immagine originale rimane rela-

tivamente regolare. Inoltre la distribuzione dei livelli di grigio, relativi all’immagine

analitica, deve essere in accordo con la distribuzione dei livelli di grigio nell’immagine

reale.

L’immagine virtuale consiste in una superficie sulla quale sono distribuiti numerosi

punti luminosi. Ogni punto è rappresentato da una funzione Gaussiana. La posizione

(xk, yk), la dimensione (Rx
k , R

y
k) e l’intensità (I0

k) di un punto luminoso qualsiasi sono

scelte in maniera random. La sovrapposizione di NS punti luminosi restituisce la

seguente definizione analitica della funzione numerica d’intensità luminosa:

I(x, y) =

NS∑

k=1

I0
k exp

−

(
x− xk

Rx
k

)2

exp
−

(
y − yk

Ry
k

)2

. (1.48)

L’immagine digitale analitica è ottenuta valutando la funzione (1.48) sui punti di

una griglia regolare e uguale a quella del rilevatore C.C.D. [Wattrisse et al., 2001a].

Una volta nota la (1.48) è possibile costruire campi di traslazione, di rotazione e di

deformazione.

1.10.1 Controllo degli spostamenti nel piano

É stato osservato che, applicando una traslazione all’immagine analitica, l’erro-

re medio, che influenza le misure di spostamento (ēu), dipende dallo spostamento

imposto (uimp) ed è definito nel modo seguente:

ēu =
1

n

n∑

i=1

(ui
comp − uimp) , (1.49)

in cui ui
comp è lo spostamento calcolato in corrispondenza del generico punto di misura

i ed n è il numero complessivo di punti di misura. L’errore definito dalla (1.49) ha

una forma approssimativamente sinusoidale con periodo di circa 1 pixel ed è definito

“errore sistematico”(ēsyst = ēu). Nel caso unidimensionale l’errore sulla misura dello

spostamento nel generico punto i si scrive come:

ēi
u = esyst(uimp) + ei

rand . (1.50)
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Nella (1.50) ei
rand rappresenta la componente random dell’errore nel punto i, esso non

dipende dall’entità dello spostamento applicato ed è caratterizzato da una distribu-

zione normale attorno al valore medio nullo e ad una deviazione standard pari ad

1.2 × 10−2 pixels. Inoltre esyst non dipende dal valore scelto per la zona di corre-

lazione ZC , mentre ei
rand decresce per elevati valori di ZC . Un’ulteriore dipendenza

dell’errore è legata alle dimensioni dei punti luminosi: l’errore sistematico si riduce

per punti luminosi di dimensioni crescenti, i quali non influenzano per niente il valore

di ei
rand [Wattrisse et al., 2001a].

L’analisi di immagini simulate numericamente ha messo in luce che l’errore siste-

matico ha origine dalla combinazione di due fattori: l’errore di integrazione numerica,

contenuta nel calcolo per correlazione, e l’uso dei polinomi per l’interpolazione a livel-

lo dei subpixels. A dispetto dell’errore random, l’errore sistematico non è facilmente

rimovibile con dei metodi standard di filtering. Tuttavia la sua influenza può essere

ridotta.

1.10.2 Controllo e sensibilità del metodo per diverse condi-

zioni di spostamento

La tecnica di correlazione permette di accedere alle sole componenti traslazionali

del campo di spostamenti, ma non è adatta a stimare la rotazione locale della zona di

correlazione ZC . Ad ogni modo una stima della rotazione relativa tra due immagini,

acquisite in istanti successivi, è possibile a patto che l’angolo di rotazione relativo

sia piccolo. In particolare il metodo è utilizzabile per stimare rotazioni relative più

piccole di 20 gradi sessagesimali. Infatti la funzione d’intercorrelazione (1.42) risulta

fortemente sensibile alle componenti rotatorie del moto. Verosimilmente, a parità di

zona di ricerca ZR, la funzione d’intercorrelazione (1.42) incontra un solo punto di

picco, quando lo spostameno tra due immagini consecutive è puramente traslatorio,

mentre incontra più punti di picco nel caso di componenti di spostamento puramente

rotazionali. Pertanto ne consegue che, a meno di rotazioni relative piccole, la soluzione

è univoca soltanto nel caso di traslazione pura.

Appropriati controlli, effettuati in laboratorio per mezzo di una macchina di misu-

ra triassiale, hanno permesso di controllare la procedura di calcolo della componente

di spostamento fuori piano (1.47), nonchè la consistenza delle ipotesi che ne sono

alla base [Wattrisse et al., 2001a]. L’evoluzione temporale dei calcoli permessi dal-

la (1.47) risulta sempre in accordo con le misure sperimentali ogni volta che l’ipotesi

di incompressibilità materiale è applicabile.

Un ruolo importante nella risoluzione e nella precisione delle deformazioni è gio-
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cato dal parametro rappresentante la zona di approssimazione ZA. In situazioni di

deformazioni distribuite in maniera omogenea, le stesse possono essere visualizzate

con un’elevata risoluzione sulla superficie osservata. Questo, tuttavia, richiede tempi

di calcolo molto elevati che aumentano con il quadrato di ZA. Quando sul dominio di

osservazione le deformazioni sono eterogenee, con forti localizzazioni concentrate in

zone dalle dimensioni di 200 pixels, un valore elevato della zona di approssimazione

rende possibile visualizzare gli effetti delle concentrazioni di deformazioni su zone più

ampie. Risulta, tuttavia, svantaggioso sottostimare le deformazionii massime rispetto

alla realtà. In definitiva valori di ZA compresi tra 25 e 50 pixels costituiscono un buon

compromesso tra accuratezza dei risultati e tempi di calcolo.

Si osserva, infine, che l’accuratezza nella misura delle deformazioni dipende anche

dal numero di incrementi di spostamento e, dunque, dalla velocità con cui è eseguita

la prova di carico. In questo caso l’errore rimane sempre inferiore a 2 × 10−4.
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Capitolo 2

Problemi Inversi: stato dell’arte e

metodo di identificazione utilizzato

2.1 Intoduzione ai Problemi Inversi

Nel capitolo precedente è stato già discusso della tendenza da parte della mecca-

nica sperimentale moderna ad utilizzare strumenti per la misura degli spostamenti e

delle deformazioni che non richiedono il contatto con i corpi e con le superfici studiate.

Tale tendenza è invogliata da un fattore importante. La continua evoluzione del mer-

cato tecnologico permette di reperire camere C.C.D. a costi sempre più competitivi,

e microcalcolatori elettronici sempre più potenti ed affidabili. Pertanto l’utilizzo di

tecniche di misura non-contact sta diventando sempre più diffuso all’interno dei la-

boratori di ricerca. Tali tecniche includono l’interferometria speckle, ma soprattutto

la digital image correlation (D.I.C.). Rispetto alla tecniche di misura classiche, quelle

moderne consentono di rilevare un numero molto elevato di dati sperimentali (tipica-

mente da 1000 a 10000 punti di misura indipendenti), e ,pertanto, hanno modificato

le procedure sperimentali seguite all’interno dei laboratori di ricerca, incrementando

l’interesse verso i cosiddetti “Problemi Inversi”.

Infatti un campo molto promettente della meccanica sperimentale, che è già diven-

tato un settore molto attivo nella ricerca, è proprio quello che si propone di identificare

le proprietà costitutive dei materiali attraverso misure cinematiche di spostamenti o

di deformazioni a tutto campo: full-field measurements. Nei metodi di prova stan-

dard i valori dei parametri costitutivi sono determinati utilizzando poche misure di

quantità globali e semplici soluzioni esatte, applicate ai sottodomini caratterizzati da

una distribuzione omogenea di deformazionii e di tensioni. Al contrario le misure a
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tutto campo permettono una flessibilità maggiore. In particolare, esse forniscono una

notevole quantità di dati sperimentali anche quando le deformazioni e le tensioni non

sono omogenee all’interno della zona del provino osservata. Inoltre, a partire da un

numero limitato di prove, di complessità eventualmente crescente, è possibile estrar-

re numerose ed attendibili informazioni sulla natura dei materiali, identificandone i

parametri costitutivi. Tuttavia questo approccio richiede strategie computazionali

avanzate, adatte all’analisi dei dati provenienti dalle misure a tutto campo.

Esperienze condotte in tal senso sono già numerose in letteratura, e riguardano so-

prattutto materiali con proprietà isotrope, tuttavia non mancano interessanti esempi

condotti anche su materiali anisotropi e non omogenei.

2.2 Equazioni generali nei Problemi Inversi

2.2.1 Equazioni fondamentali dell’elasticità

I metodi di identificazione attualmente conosciuti, ed applicati, derivano dai prin-

cipi essenziali della meccanica dei corpi continui. Di seguito sono richiamate alcune

nozioni essenziali di meccanica, sulle quali si basano i metodi di identificazione che

verranno brevemente descritti nei paragrafi successivi.

Si consideri un corpo elastico, che nella configurazione indeformata occupi una

regione dello spazio Euclideo Ω ⊂ R3, delimitata dalla superficie S. Le deformazioni

sono descritte attraverso un campo vettoriale di spostamento u
˜
(x
˜
, t), con x

˜
∈ Ω di

modo che il processo deformativo porti un intorno materiale, giacente inizialmente in

x
˜
, nella nuova posizione x

˜
+ u

˜
(x
˜
, t). Come ben noto, la teoria dell’elasticità lineare

è fondata sull’ipotesi delle piccole deformazioni, che implica un gradiente del campo

di spostamenti molto piccolo |∇u
˜
(x
˜
, t) � 1|. In questo caso le deformazioni so-

no descritte dal tensore linearizzato, simmetrico delle deformazioni ε(x
˜
, t) attraverso

l’equazione di compatibilità cinematica per piccole deformazioni:

ε[u
˜
](x

˜
, t) =

1

2
(∇u

˜
(x
˜
, t) + ∇u

˜
T (x

˜
, t)). (2.1)

Ogni materiale è identificabile meccanicamente attraverso due parametri costitu-

tivi. Il primo è la densità di massa %(x
˜
), alla quale è associata l’energia cinetica (2.2)

T (u
˜
) =

1

2

∫

Ω

%|u̇
˜
| dV. (2.2)

Il secondo è il tensore del quarto ordine A(x
˜
) noto come “tensore di elasticità”. Esso

contiene i moduli elastici del materiale, ed è correlato con l’energia di deformazione
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elastica (2.3)

E(u
˜
) =

1

2

∫

Ω

ε[u
˜
] : A : ε[u

˜
] dV. (2.3)

Per definizione il tensore di elasticitò è una forma quadratica, definita positiva nello

spazio a sei dimensioni dei tensori simmetrici del secondo ordine, che gode delle

simmetrie (2.4), ed è dotato al più di 21 coefficienti indipendenti.

Aijkl = Aklij = Ajikl (1 ≤ i, j, k, l ≤ 3) (2.4)

Nel caso più semplice di elasticità isotropa, il tensore A dipende soltanto dai due

moduli indipendenti, noti come coefficienti di Lamé (λ, µ):

Aijkl = λδi,jδk,l + µ(δikδjl + δjkδil). (2.5)

Comunemente il tensore di elasticità è espresso in funzione di altri due parametri:

il modulo di Young E ed il coefficiente di Poisson υ, correlabili ai parametri di

Lamé (2.6).

E =
µ(3λ + 2µ)

λ+ µ
υ =

λ

2(λ + µ)
(2.6)

É noto che in ciascun punto x
˜

del contorno Ω agisce una forza elementare p
˜
[n
˜
]

applicata sulla superficie infinitesima dS di normale uscente n
˜
. La sua espressione è

la seguente:

T̄ [n
˜
](x

˜
, t) = σ(x

˜
, t) · n

˜
(x
˜
), (2.7)

in essa σ è il tensore delle tensioni, che descrive le forze interne al corpo.

Si riporta, inoltre, l’equazione fondamentale della dinamica dei corpi deforma-

bili, ottenuta come estensione della seconda legge di Newton ad elementi materiali

infinitesimi:

divσ(x
˜
, t) + f

˜
(x
˜
, t) − %(x

˜
)ü
˜
(x
˜
, t) = 0

˜
, (2.8)

nella quale f
˜
(x
˜
, t) rappresenta una determinata distribuzione di forze di massa.

Nell’ipotesi di elasticità lineare il tensore delle tensioni σ dipende linearmente dal

tensore delle deformazioni linearizzato:

σ = A(x
˜
) : ε[u

˜
](x

˜
, t). (2.9)

Combinando le equazioni (2.8) e (2.9) il campo di spostamento diventa integrabile

a partire dalla seguente equazione differenziale, che è analoga all’equazione d’onda

iperbolica lineare:

div(A : ε[u
˜
])(x

˜
, t) + f

˜
(x
˜
, t)− %(x

˜
)ü
˜
(x
˜
, t) = 0

˜
. (2.10)
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Una semplificazione notevole è possibile quando le prove meccaniche sono eseguite

in condizioni quasi statiche e le forze di massa sono trascurabili (f
˜
(x
˜
, t) ≈ 0). In

questo caso il comportamento meccanico di qualsiasi corpo elastico, che occupi la

configurazione indeformata Ω, è governato da tre insiemi di equazioni:

le equazioni di equilibrio (2.11),

{
divσ = 0

˜
inΩ

σ � n
˜

= T̄ suSf

(2.11)

le equazioni di compatibilità cinematica (2.12),

{
ε[u

˜
](x

˜
, t) = 1

2
(∇u

˜
(x
˜
, t) + ∇u

˜
T (x

˜
, t)) inΩ

u
˜

= ū
˜

suSu

(2.12)

e le equazioni costitutive (2.13). In queste ultime le componenti del tensore di Hoo-

ke (A) sono costanti se il materiale è omogeneo, oppure dipendenti dal punto se il

materiale è eterogeneo.

σ = A : ε (2.13)

Nei sistemi di equazioni (2.11), (2.12), (2.13), Su ed Sf indicano le porzioni della

superficie di bordo sulle quali sono imposte, rispettivamente, le condizioni al contorno

di natura cinematica e statica. Le condizioni al contorno risultano ben poste quando

i due insiemi Su ed Sf sono tali che Su ∪ Sf = ∂Ω ed Su ∩ Sf = 0.

É consueto introdurre gli insiemi S e C, definiti rispettivamente come campi ten-

sionali staticamente ammissibili e campi di spostamento cinematicamente compatibili :

S(T̄ ) = {τ ∈ υσ, div(τ ) = 0
˜
in Ω e τ � n

˜
= T̄ su Sf} (2.14)

C(ū) = {ν ∈ υu, ν = ū
˜
su Su}. (2.15)

Essi introducono l’insieme dei tensori simmetrici del secondo ordine υσ e υu. L’insieme

υσ rappresenta i campi tensoriali simmetrici del secondo ordine τ , che, insieme a

div(τ ), risulta quadrato integrabile su Ω, mentre υu è l’insieme dei campi vettoriali

di spostamento definito su Ω, su cui sono dotati di energia di deformazione vincolata.

2.2.2 Il principio dei lavori virtuali

Il principio dei lavori virtuali è un principio fondamentale della dinamica dei corpi

continui, che è indipendente dalle proprietà costitutive dei materiali, e che consente

di dedurre l’equazione di equilibrio (2.8). Nel contempo, la stessa (2.8) si può scrivere
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in forma debole, utilizzando il prodotto vettoriale con un campo arbitrario e continuo

w
˜
(x
˜
). Si ricava in questo modo il principio dei lavori virtuali per i corpi continui

deformabili (2.16).

−
∫

Ω

σ(x
˜
, t) : ε[w

˜
](x

˜
) dV +

∫

Ω

f
˜
(x
˜
, t) � w

˜
(x
˜
) dV +

∫

S

T̄ � w
˜
dS

=

∫

Ω

%(x
˜
)ü
˜
(x
˜
, t) � w

˜
(x
˜
) dV ∀w

˜

(2.16)

Utilizzando le equazioni costitutive, e trascurando le forze di massa, si ottiene la

seguente equazione di equilibrio in forma debole, scritta in funzione del campo di

spostamenti u
˜
(x
˜
, t):∫

Ω

ε[u
˜
](x

˜
) : A(x

˜
) : ε[w

˜
](x

˜
) dV =

∫

S

T̄ � w
˜
(x
˜
) dS ∀w

˜
. (2.17)

2.2.3 Le formulazioni variazionali

Le soluzioni dei problemi di equilibrio elastico sono dotate della ben nota proprietà

di minimizzazione rispetto ad un opportuno funzionale energetico. Per un corpo con-

tinuo, dotato di tensore elastico A e di condizioni al contorno ben poste, il campo di

spostamento u
˜
, soluzione del problema dell’equilibrio elastico, minimizza il potenziale

energetico nello spazio degli spostamenti cinematicamente ammissibili:

u
˜

= Argminv∈C WC(v
˜
) (2.18)

in cui

WC(v
˜
) =

1

2

∫

Ω

ε[v
˜
] : A : ε[v

˜
] dV −

∫

Ω

f
˜
· v
˜
dV −

∫

Sp

T̄ · v
˜
dS. (2.19)

Nel contempo il campo di tensione σ, soluzione dello stesso problema di equilibrio,

minimizza l’energia complementare nello spazio dei campi di tensione staticamente

ammissibili:

σ = Argmins∈S W
∗
C(s

˜
) (2.20)

in cui

W ∗
C(s

˜
) =

1

2

∫

Ω

s : A−1 : s dV −
∫

Su

u
˜
· (s

˜
· n
˜
) dS. (2.21)

Nelle due equazioni (2.19) ed (2.21) gli spazi dei campi ammissibili sono coerenti con

le (2.14), (2.15).

Nel contempo la soluzione in termini di spostamenti e di tensioni si può otte-

nere come soluzione di minimo della somma dell’energia potenziale e dell’energia

complementare rispetto al sottospazio C × S:

(u
˜
,σ) = Argmin(v,s)∈(C×S) [WC(v

˜
) +W ∗

C(s
˜
)]. (2.22)
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2.3 Il problema diretto

Il tipico problema della meccanica dei solidi consiste nel calcolare i campi di spo-

stamento, di deformazione e di tensione a partire dalla geometria del solido studiato,

dai parametri costitutivi del materiale e dalle condizioni al contorno. Questo genere

di problema è noto in letteratura come problema diretto. Le equazioni (2.11), (2.12)

ed (2.13) costituiscono un tipico problema diretto. Le soluzioni in forma chiusa dei

problemi diretti sono disponibili soltanto in casi molto particolari, pertanto la loro

risoluzione richiede il ricorso a tecniche numeriche, la più utilizzata delle quali è il

metodo degli elementi finiti. La versione del metodo degli elementi finiti, che utilizza

gli spostamenti come incognite principali, ed è basata sul principio dei lavori virtuali

è la seguente: ∫

Ω

ε[u
˜
∗] : A : ε[u

˜
] dV −

∫

Sf

u
˜
∗ · T dS ∀u

˜
∗ ∈ C. (2.23)

La scelta delle funzioni di forma nell’ambito del metodo di Galerkin fornisce un

insieme di equazioni della forma (2.24),

K(A)U = R (2.24)

nel quale K(A) rappresenta la matrice di rigidezza, che dipende dai parametri co-

stitutivi del materiale, R è il vettore dei carichi generalizzati, ed U è il vettore dei

gradi di libertà incogniti, introdotti dalla discretizzazione agli elementi finiti.

2.4 Il problema dell’identificazione

In questo paragrafo si espone una sintesi dello stato dell’arte sui metodi inversi

attualmente disponibili in letteratura. Tale sintesi è integralmente reperibile nel lavo-

ro di [Avril et al., 2008], dove i vari metodi sono discussi ed i corrispondenti risultati

sperimentali sono messi a confronto.

Come già accennato all’inizio del capitolo, i problemi inversi permettono l’iden-

tificazione dei parametri costitutivi, e dunque la valutazione dei termini afferenti al

tensore di elasticità. In generale le informazioni che permettono di valutare i parameti

costitutivi sono sempre scarse, sia quando si lavora con materiali omogenei, che nel

caso dei materiali eterogenei. Tale mancanza di dati deve essere compensata con dei

dati sovradeterminati. Pertanto, in aggiunta alle condizioni al contorno sui carichi

T̄ e sugli spostamenti ū, occorrono informazioni aggiuntive, che sono rese disponibili

dalle misure cinematiche a tutto campo descritte nel capitolo precedente.
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In molti casi pratici, le incognite principali del problema di identificazione sono

rappresentate dagli M parametri costitutivi del vettore ϑ = [ϑ1, . . . , ϑM ]T , da cui

dipende il tensore di elasticità A = A(ϑ). Ad esempio nel caso di materiale elastico

ed isotropo i parametri costitutivi sono soltanto il modulo di Young ed il coefficiente

di Poisson. In questo caso il vettore dei parametri costitutivi si rappresenta come ϑ =

(E, ν). Verosimilmente anche la matrice di rigidezza è parametrizzabile in funzione

del vettore dei parametri costitutivi, e risulta:

K(A) = K(A(ϑ)) = K̃(ϑ), (2.25)

in questo modo l’equazione (2.24) assume la forma seguente:

K̃(ϑ)U = R. (2.26)

Se il tensore di elasticità si può scrivere come una combinazione lineare dei parametri

costitutivi, sono possibili le seguenti posizioni:

A =

M∑

i=1

Aiϑi, (2.27a)

K̃(ϑ) = K(A(ϑ)) =

M∑

i=1

K̃iϑi (2.27b)

Un’osservazione importante consiste nel fatto che sono disponibili soltanto informa-

zioni parziali sui carichi applicati alla struttura; ad esempio non è noto a priori come

sono distribuiti i carichi applicati ai bordi della struttura stessa, ma se ne conoscono

soltanto le risultanti. Per tali motivi l’insieme S delle tensioni ammissibili è ridefinito

nel modo seguente:

S = {τ ∈ υσ, div(τ ) = 0
˜
in Ω l1(τ · n

˜
) = g1, . . . , lN(τ · n

˜
) = gN}, (2.28)

in cui ciascuna costante lk(τ · n
˜
) = gk rappresenta la risultante delle trazioni agenti

su una parte Γ del contorno:

lk(τ · n
˜
) =

∫

Γ

τ · n
˜
dS. (2.29)

Soluzioni in forma chiusa, che permettono l’identificazione dei parametri costituti-

vi, sono disponibili soltanto in casi molto particolari, come ad esempio in prove di

trazione uniassiale o di flessione su 3 o 4 punti. In questi casi la distribuzione delle

deformazioni è costante o al più lineare. Si osserva, pertanto, come i parametri co-

stitutivi siano direttamente connessi alle componenti di spostamento misurate ed alle
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forze applicate. Tuttavia nella maggior parte dei casi i campi di tensione e di deforma-

zione sono eterogenei, ed il legame tra le quantità misurate ed i parametri costitutivi

nelle formule (2.11), (2.12), (2.13) è implicito. Di seguito è riportata la descrizione

dei principali approcci di identificazione basati sulle misure degli spostamenti a tutto

campo.

2.4.1 L’approccio FEMU

Il significato dell’acronimo FEMU è “finite element model updating method”. Que-

sto approccio consiste nell’eseguire iterativamente delle simulazioni numeriche con il

metodo degli elementi finiti. Le iterazioni vengono interrotte quando si trova una

corrispondenza soddisfacente tra i dati calcolati e quelli provenienti dalle misure

sperimentali.

L’obiettivo dell’approccio FEMU è quello di sfruttare l’equazione tipica del metodo

degli elementi finiti (2.26) per identificare i parametri costitutivi ϑ. Sostanzialmente

l’approccio FEMU consiste nel minimizzare la discrepanza tra i valori noti delle forze

e quelli ottenuti dai calcoli (approccio FEMU-F ) oppure nel minimizzare le differenze

esistenti tra il campo di spostamento misurato e quello ottenuto con i modelli numerici

(approccio FEMU-U ).

L’approccio (FEMU-F) è anche noto come metodo dell’equilibrio delle forze, me-

todo dell’input residuo o metodo dell’equilibrio. Il metodo si basa sulla disponibilità

sperimentale di tutti gli spostamenti nodali Û e dei carichi imposti R̂. Sostituendo

le quantità note Û ed R̂ nell’equazione (2.26) si perviene ad un sistema di equazioni

che permettono di calcolare le incognite costitutive ϑ. Questo insieme di equazioni è

verificato in senso approssimato, ed è solitamente sovradeterminato. Pertanto l’ap-

proccio FEMU-F consiste nel minimizzare nel senso dei minimi quadrati il funzionale

seguente:

JF (ϑ) =
1

2
(R̂ − K̃(ϑ)Û )TW F (R̂ − K̃(ϑ)Û), (2.30)

in cui W F è una matrice dei pesi, simmetrica e definita positiva. Qualora il tensore

di elasticità A(ϑ) sia lineare in ϑ, minimizzando il funzionale (2.30) si perviene ad

un sistema lineare di equazioni in ϑ, che assume la forma seguente:

M∑

i=1

(K̃jÛ)T W F (K̃ iÛ )ϑi = (K̃jÛ )TW F R̂ (1 ≤ j ≤M). (2.31)

Verosimilmente è possibile definire a priori un campo di spostamenti virtuali U ∗
i ,

definito in modo tale che sia soddisfatta l’identità UT K̃iÛ = I . In questo modo
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ciascun parametro costitutivo si ottiene semplicemente come:

ϑi = U∗T

i R̂. (2.32)

Il metodo dell’input residuo non richiede alcuna soluzione diretta agli elementi finiti.

In molti casi il campo di spostamenti è noto solo parzialmente ed il metodo del-

l’equilibrio delle forze non è applicabile. Pertanto in qualità di approccio alternativo

è stato sviluppato il metodo dello spostamento, anche noto come metodo dell’out-

put residuo o FEMU-U. Questo approccio consiste nel minimizzare delle funzioni del

tipo (2.33):

JU(ϑ, ω̄) =
1

2
(Û − U(ϑ, ω̄))T W U (Û − U(ϑ, ω̄)), (2.33)

nella quale U(ϑ, ω̄)) rappresenta la soluzione di un problema di elasticità diretto

ben posto, ω̄ rappresenta le informazioni disponibili sulle condizioni al contorno, e

W U è una matrice dei pesi simmetrica e definita positiva. Normalmente gli sposta-

menti ottenuti dai calcoli U (ϑ, R) non dipendono linearmente da ϑ. Il potenziale

JU(ϑ, R), sotto condizioni al contorno del tipo (2.29), è minimizzato dalla soluzione

(ϑ, R), ricercata per mezzo di una procedura iterativa, che dipende dalle condizioni

al contorno scelte. Se le forze imposte sono completamente note o completamente

incognite è possibile una procedura di minimizzazione non vincolata su JU (ϑ, ω̄).

L’approccio FEMU consente diverse varianti in base alla scelta delle matrici dei

pesi W F o W U . Ad esempio JU(ϑ) assume una forma omogenea se si sceglie W U =

K. Verosimilmente è possibile ottenere delle funzioni miste combinando JF e JU . In

questo caso si parla di approccio FEMU-U-F. Questo genere di formulazione è adatta

a problemi che implicano concentazioni di tensioni e deformazioni con localizzazione

del danneggiamento.

Il metodo FEMU permette di lavorare su svariati problemi di identificazione, sce-

gliendo campi di misure differenti, e adeguando il metodo alla perticolare situazione

oggetto di studio. Infatti mentre la variante FEMU-U si presta in modo particolare

alle situazioni in cui i dati sono incompleti, la variante FEMU-F richiede necessaria-

mente delle misure di campo complete. I metodi numerici, utilizzati per la risoluzione

del metodo, possono richiedere strategie di espansione o di condensazione dei dati. La

minimizzazione dei funzionali JF e JU si può eseguire con i metodi di Gauss-Newton o

di Levenberg-Marquardt, che risultano relativamente economici in termini di numero

totale di soluzioni iterative FEM richieste, ed adeguati per problemi con un numero

moderato di incognite costitutive. Nelle situazioni con un numero elevato di parame-

tri costitutivi incogniti, come ad esempio nell’identificazione dei materiali eterogenei,

la necessità di gestire un elevato numero di soluzioni iterative FEM richiede specifici

metodi di ottimizzazione globale.
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In letteratura sono disponibili interessanti esempi di applicazioni FEMU all’elasti-

cità lineare. In particolare le indagini già disponibili hanno riguardato l’identificazione

dei parametri elastici nel caso dell’ortotropia piana e a partire da misure provenienti

da prove uniassiali su provini forati nel loro centro. Inoltre la stessa tecnica è stata

perfino utilizzata in combinazione con modelli tridimensionali agli elementi finiti per

indagare le proprietà costitutive del bacino umano.

L’applicazione del metodo FEMU al caso della flessione di piastre sottili anisotrope

sembra particolarmente ostile. Gli esempi in letteratura hanno richiesto metodi basati

sulla sensibilità agli elementi finiti, nonchè formulazioni di funzioni di costo in termini

di curvature, risultate comunque sconvenienti nel momento in cui occorre applicare

la formula di differenziazione numerica al secondo ordine degli spostamenti misurati

sperimentalmente.

Interessanti indagini sono state compiute nell’ambito dell’identificazione dei para-

metri elastoplastici per prove di trazione su provini dotati di difetti. In questo caso i

campi di spostamento, misurati per mezzo della camera C.C.D. hanno dato accesso

agli stati di tensione eterogenei.

Le applicazioni dell’approccio FEMU, come già accennato in precedenza, non

si limitano all’identificazione dei parametri costitutivi nell’ambito della meccanica

classica. Nel campo della biomedica, infatti, sono state condotte aplicazioni rivolte

alla caratterizzazione del comportamento non lineare della pelle umana in vivo ed in

vitro.

2.4.2 Il metodo del GAP nelle equazioni costitutive

Questo approccio consiste nella minimizzazione di un opportuno funzionale, di cui

sono disponibili diverse varianti, per calcolare i valori dei parametri costitutivi. Si

presta in modo particolare ai materiali non omogenei.

Il metodo è noto in letteratura come CEGM (Constitutive Equation Gap Method),

ed è un approccio con il quale si misura la distanza tra due campi di tensione, di cui

il primo è un campo assegnato (τ ), mentre il secondo si ricava con il metodo diretto.

L’applicazione di questo metodo prevede la misura di un campo di spostamenti v
˜

per mezzo della camera C.C.D., il calcolo, per derivazione, delle relative deformazioni

e dello stato tensionale attraverso un modello costitutivo scelto a priori. Se il modello

costitutivo è elastico lineare il CEGM tra i campi τ e v
˜

è definito secondo come segue:

ε(v
˜
, τ ,A) =

1

2

∫

Ω

(τ − A : ε[v
˜
]) : A−1 : (τ −A : ε[v

˜
]) dV (2.34)

L’espressione all’interno della formula (2.34) ha la dimensioni fisiche di un’energia,
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in essa il tensore di elasticità può essere eterogeneo. L’utilità dell’approccio CEGM

scaturisce dalle osservazioni seguenti:

1. La soluzione (u
˜
,σ) di un tipico problema elastico-lineare, definito dalle equa-

zioni (2.11), (2.12), (2.13) è caratterizzata dalle condizioni seguenti:

(u
˜
,σ) = Argmin(v,τ)∈(C(ū

˜
)×ST̄ ) ε(v

˜
, τ ,A)

ε(v
˜
, τ ,A) = 0,

(2.35)

nelle quali ST̄ e C(ū
˜
) definiscono rispettivamente gli insiemi (2.14) e (2.15)

delle tensioni staticamente ammissibili e degli spostamenti cinematicamente

compatibili.

2. In un problema di identificazione dei parametri costitutivi, in cui bisogna de-

terminare il tensore di elasticità A, è possibile modificare le definizioni (2.14)

e (2.15), in modo da includere nella procedura tutte le informazioni sperimentali

disponibili riguardanti gli spostamenti e le tensioni. In questo modo il tensore

A è ricercato in modo tale da minimizzare il CEGM:

A = ArgminA∈A J(A∗) in cui

J(A∗) = min (v, τ ) ∈ (C × S) ε(v
˜
, τ ,A∗),

(2.36)

nella quale A rappresenta l’insieme dei campi tensoriali elastici ammissibili, cioè

dei tensori del quarto ordine simmetrici e definiti positivi.

L’equazione (2.36) rappresenta la qualità fondamentale del metodo CEGM. Si

osserva, infatti, come questa procedura permetta una direzione di ricerca alternativa,

nella quale la minimizzazione parziale rispetto ai parametri (v
˜
, τ ) è seguita da una

minimizzazione rispetto ad A∗.

Esistono due varianti del metodo CEGM, applicabili al problema dell’identifica-

zione dei tensori elastici eterogenei. In entrambe le varianti, occorre conoscere a priori

una distribuzione sperimentale û
˜

dei valori di spostamento u
˜
.

La prima variante consiste nell’imporre il rispetto delle misure cinematiche ac-

quisite con la tecnica full-field. Gli spostamenti misurati sperimentalmente û
˜

sono

introdotti direttamente all’interno del funzionale CEGM, ed il tensore elastico A è

ricercato attraverso il seguente problema di minimizzazione:

A∗ = ArgminA∗∈A J(A∗) (2.37a)

J(A∗) = min (τ ) ∈ S ε(û
˜
, τ ,A∗), (2.37b)
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che introduce l’insieme S delle tensioni ammissibili definito secondo l’equazione (2.28).

La minimizzazione (2.37b) è condotta attraverso un’interpolazione agli elementi finiti

dei campi di tensione ammissibili. In letteratura queso genere di problema è risolto

utilizzando elementi finiti adatti a problemi piani del tipo stress assumed. I vincoli

introdotti dalla definizione (2.28) dell’insieme S, sono fatti osservare per mezzo dei

moltiplicatori di Lagrange. Si ottiene cos̀ı il problema variazionale (2.38), che viene

risolto numericamente, mentre la successiva minimizzazione (2.37a) è risolta in forma

esplicita.

inf
τ∈H(div)

sup
γ,λi

ε(û
˜
, τ ,A∗) + γ1

∫

Ω

γ divτ dV +
∑

i

λi(li(τ · n) − gi) (2.38)

Questo approccio permette di calcolare al più tre coefficienti materiali locali. Ta-

li coefficienti si ipotizzano costanti su ciascun elemento finito o su un determinato

gruppo di elementi finiti.

La seconda variante al metodo CEGM consiste nel far rispettare le misure ci-

nematiche attraverso un fattore di penalizzazione. in questo caso si introduce il

funzionale (2.39)

F(v
˜
, τ ,A∗) = αε(v

˜
, τ ,A∗) +

β

2

∥∥v
˜
− û

˜

∥∥2
(2.39)

nel quale i coefficienti α e β sono dei pesi positivi. Essi, insieme alla norma
∥∥ ·
∥∥, sono

scelti in modo tale che i due addendi del funzionale (2.39) siano dello stesso ordine

di grandezza. I funzionaliF della forma (2.39) sono convessi rispetto a C × S × A.

La presenza del rumore all’interno dei dati rende difficoltoso l’esatto rispetto delle

misure cinematiche.

Inizialmente i funzionali basati sull’approccio CEGM sono stati usati per l’denti-

ficazione delle proprietà elastiche, ma recentemente hanno trovato spazio anche nel

contesto dei modelli costitutivi non lineari. Versioni speciali del CEGM sono stati

applicati a modelli elasto-plastici incrementali, e, utilizzando i campi di spostamento

misurati con la C.C.D., hanno permesso di identificare le matrici di rigidezza tangente

e secante.

Nell’ambito dell’approccio CEGM la ricerca punta a formulare potenziali per ma-

teriali standard generalizzati in termini della densità di energia libera locale e del

potenziale di dissipazione, insieme con i loro potenziali duali di Legendre.

2.4.3 Il metodo dei campi virtuali

Questo metodo si basa su un’opportuna scelta dei campi virtuali all’interno del

principio dei lavori virtuali. Esso richiede comunque di conoscere le misure cinemati-
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che full-field e nei casi di elasticità lineare conduce a formule esplicite.

Il metodo dei campi virtuali, noto con l’acronimo VFM, è applicabile in qualsiasi

condizione di carico, nonchè nelle situazioni in cui il campo di deformazione è speri-

mentalmente noto su tutto il dominio di osservazione Ω: ε = ε̂, in cui ε̂ è noto per

differenziazione dei campi di spostamento ottenuti dalle misure a tutto campo. I pa-

rametri costitutivi ϑ sono identificati utilizzando un modello costiutivo A(ϑ) assunto

a priori, che utilizza i dati sovradeterminati nella forma di una distribuzione nota di

deformazioni ε̂. Ipotizzando l’assenza di forze di massa e che le condizioni al contorno

siano del tipo (2.11), (2.12), il principio dei lavori virtuali assume la forma seguente:

−
∫

Ω

σ : ε[u
˜
∗] dV +

∫

Sf

T · u
˜
∗ dS =

∫

Ω

%ü
˜
· u
˜
∗ dV (2.40)

per qualsiasi campo continuo di spostamenti u
˜
∗. Il metodo consiste nello sfruttare le

potenzialità dell’espressione (2.40), per mezzo della quale ogni opportuna scelta dei

campi virtuali consente di risolvere uno specifico problema di identificazione. Doven-

do identificare dei moduli elastici, viene inizialmente scelto un modello costitutivo,

permettendo di esprimere il campo tensionale σ in funzione dei parametri costitutivi

ϑ, e quindi di esprimere in maniera completa il primo integrale della (2.40). A tal

uopo occorre ricordare che, come già discusso nel capitolo precedente, i metodi di

misura a tutto campo forniscono delle componenti di deformazione misurate su un

piano, ed in particolare sulla sola superficie esterna dei solidi. La scelta dei provini

utilizzabili è quindi limitata a quelli in cui le deformazioni all’interno del solido siano

facilmente collegabili alle deformazioni in superficie. Casi particolari di questo genere

si hanno soltanto in situazioni di stato piano di tensione, di stato piano di deforma-

zione o di flessione di piastre sottili. Di conseguenza il primo integrale della (2.40)

è calcolabile come funzione di ϑ per qualsiasi scelta del campo virtuale. In lettera-

tura sono disponibili applicazioni all’elasticità anisotropa lineare e non lineare, alla

viscoelasticità ed all’elasto-plasticità in condizioni statiche di carico, per cui il terzo

integrale all’interno della (2.40) scompare.

Dopo avere scelto i campi virtuali, ognuno di esso conduce, attraverso la (2.40),

ad un’equazione scalare. I parametri costitutivi sono ricercati come soluzione di un

insieme di equazioni scalari. Naturalmente il numero delle equazioni scalari ricavate

deve essere almeno pari al numero M dei parametri costitutivi ϑi da identificare. Un

aspetto cruciale dell’efficacia del metodo è rappresentato dalla costruzione dei campi

virtuali. A tal proposito, fino ad oggi, sono stati proposti tre approcci.

Il più semplice consiste nel costruire dei campi virtuali arbitrari analiticamente,

utilizzando delle funzioni polinomiali. Essi devono essere definiti sull’intero dominio
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di osservazione e devono rispettare le condizioni sul bordo vincolato Su. Se la para-

metrizzazione è lineare si perviene ad un sistema lineare invertibile di M equazioni

in M incognite della forma:

M∑

j=1

Cijϑj =

∫

Sf

T · u∗
i dS in cui Cij =

∫

Ω

Aj : ε[u∗
i ] dV (1 ≤ i ≤M) (2.41)

Un miglioramento a questa procedura è stato apportato grazie ad una procedura

che permette di costruire dei campi virtuali automaticamente. Una procedura di

questo tipo consente di pervenire a sistemi di equazioni (2.41), quando sono possibili

parametrizzazioni lineari del tipo (2.27a). I campi virtuali u∗
i , detti campi speciali,

sono determinati in modo tale che la matrice C ij sia una matrice identità di dimensioni

M ×M . L’equazione (2.41) permette di ricavare direttamente i parametri costitutivi

ϑi come lavoro virtuale del carico esterno su u∗
i . Per una data configurazione e per

un certo modello costitutivo, esistono infiniti campi speciali. Pertanto fra tutti è

possibile scegliere un campo speciale che sia meno sensibile al rumore nel particolare

problema di identificazione affrontato.

Solitamente i campi virtuali sono definiti utilizzando la stessa espressione sull’inte-

ro dominio di osservazione. Questo richiede l’utilizzo di polinomi di grado elevato, che

hanno lo svantaggio di amplificare l’effetto del rumore all’interno della procedura di

identificazione. Tuttavia gli effetti di questo fenomeno possono essere contenuti utiliz-

zando campi virtuali continui a tratti. In questo modo è possibile scegliere polinomi

di approssimazione di grado inferiore, riducendo l’effetto del rumore, e nel contempo

si può contare su una maggiore flessibilità, perchè il problema dell’identificazione può

essere risolto per vari sottodomini del dominio di osservazione.

Esistono tre aspetti riguardanti la costruzione dei campi virtuali, che meritano di

essere evidenziati. Il primo riguarda la distribuzione dei carichi, che entra in gioco

nell’identità dei lavori virtuali. Essa è in pratica difficile da misurare e solitamente se

ne conosce soltanto la risultante applicata. In questo caso i campi virtuali sono scelti

in modo tale che l’identità dei lavori virtuali utilizzi soltanto la risultante dei carichi e

non la loro distribuzione, mentre ai punti del contorno caricato, sui quali non è appli-

cata la risultante, si impone uno spostamento costante. Il secondo aspetto riguarda

il problema dell’identificazione su sottodomini locali molto ristretti. In questo caso si

utilizzano campi virtuali che si annullano sul bordo caricato Sf , annullando il lavoro

virtuale compiuto dai carichi esterni T , e riducendo, in condizioni statiche, l’identità

dei lavori virtuali al primo integrale della (2.40). In questo caso è necessario conoscere

a priori almeno un parametro costitutivo, per evitare che il sistema finale di equazioni

diventi omogeneo, e che il risultato del calcolo si riduca ad una mera estrapolazione
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dei rapporti di rigidezza. Infine l’esigenza di calcolare gli integrali tripli richiederebbe

la conoscenza dei campi di spostamento e di deformazione all’interno del solido e non

soltanto in superficie. Questo problema si può superare con delle ipotesi sulla distri-

buzione degli spostamenti, che permettano di connettere gli spostamnti misurati in

superficie agli spostamenti interni al solido osservato. Recenti applicazioni del meto-

do VFM, disponibili in letteratura, hanno riguardato l’identificazione dei parametri

materiali associati a modelli costitutivi non lineari.

2.4.4 Il metodo del GAP all’equilibrio

Questo approccio è stato sviluppato per risolvere problemi in cui l’elasticità ete-

rogenea assume la forma di una funzione scalare C(x
˜
). In questo caso il tensore di

elasticità è il seguente:

A(x
˜
) = C(x

˜
)A0, (2.42)

in cui A0 è un tensore noto a priori e corrispondente ad un corpo di riferimento. In

questo caso, i campi di spostamento, misurati all’interno del dominio Ω, consentono

di determinare la funzione C(x
˜
), chiamata contrasto scalare. La funzione contrasto

scalare è molto utile nel calcolo del campo di danneggiamento isotropo D(x
˜
)
(
C(x

˜
) =

1 −D(x
˜
)
)
.

Utilizzando questo approccio, le misure di spostamento, acquisite con la camera

C.C.D. devono appartenere ai nodi di una griglia regolare. Una mesh di elementi

finiti viene costruita in modo che i suoi nodi coincidano con i punti della griglia di

misura. Si fa l’ipotesi che la funzione di contrasto
(
C(x

˜
) = Ce

)
sia costante su ciascun

elemento finito, in questo modo la matrice di rigidezza dell’elemento Ee assume la

forma (2.43)

[Ke](C) = Ce[Ke0], (2.43)

che dipende dalla matrice di rigidezza [Ke0] di un elemento finito del materiale di

riferimento, fornito di moduli A0. In questo modo si perviene ad un’equazione agli

elementi finiti per ogni grado di libertà m afferente ciascun nodo su cui non agiscono

carichi esterni: ∑

e|m∈Ee

Ce{e
˜

m}T [Ke0]{u
˜

e} = 0. (2.44)

Nell’equazione (2.44) la sommatoria è estesa a tutti gli elementi finiti che condividono

il nodo con grado di libertà m, {u
˜

e} è il vettore dei gradi di libertà dell’elemento finito

Ee, ed {e
˜
m} è il vettore unitario afferente al grado di libertà m. Ne scaturisce un

sistema di equazioni del tipo (2.44). Tale sistema presenta l’inconveniente di essere
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sovradeterminato, e deve essere risolto con la tecnica dei minimi quadrati, imponendo

il vincolo di positività su Ce. Nel caso particolare in cui, all’interno di uno stato piano

di tensione o di deformazione, si utilizzino elementi finiti quadrilateri, dotati di un

nodo sul punto medio di ogni lato (i.e. elementi finiti ad 8 nodi), il grado di libertà m

è condiviso esattamente da due elementi finiti Ee1 ed Ee2, e l’equazione (2.44) diventa:

lnCe1 − lnCe2 = ln|{e
˜
m}T [Ke20]{u

˜
e2}| − ln|{e

˜
m}T [Ke10]{u

˜
e1}|. (2.45)

In essa il logaritmo è volutamente utilizzato per calcolare soluzioni positive: Cei >

0, i = 1 . . . n. Lo schema di identificazione, fornito dalla (2.45), è uno schema

robusto, infatti nel caso di una mesh quadrata, formata da N elementi, si ottiene

sistema di 4N equazioni del tipo (2.45). Una volta definito il vettore dei termini

incogniti {c}T = {lnC1, . . . , lnCN}, il problema dell’identificazione è risolto attraverso

una funzione di costo, pesata nel senso dei minimi quadrati:

J({c∗}) =
(
[M ]{c∗} − {q}

)T
W
(
[M ]{c∗} − {q}

)
. (2.46)

La matrice M ed il vettore q sono assemblati a partire dal sistema di equazioni (2.45),

e dipendono dagli spostamenti nodali. La matrice dei pesi W è una matrice diagonale:

[W ] = Diag(w1, . . . , wk)

in cui

wk = |{e
˜

k}T
(
[Ke1,k0]{u

˜
e1,k} + [Ke2,k0]{u

˜
e2,k

)
|1.5.

Il metodo EGM è considerabile equivalente al metodo VFM che utilizza campi

virtuali non nulli e continui a tratti su ciascun elemento finito.

2.4.5 Il reciprocity GAP method

Il reciprocity gap method (RGM) si può considerare una variante del metodo

VFM. Esso si applica quando i dati delle misure meccaniche sono disponibili sul

contorno del dominio osservato. Considerando una distribuzione nota di spostamenti

e di trazioni (û
˜
, T̂ ) sul contorno, a partire dal principio dei lavori virtuali è possibile

definire un funzionale di scambio del gap. Si consideri un corpo elastico occupante

un dominio Ω con contorno S, di cui si vuole determinare il tensore di elasticità

A(x
˜
) utilizzando un insieme di misure acquisite in superficie. Si consideri, inoltre, un

corpo con le stesse caratteristiche geometriche, caratterizzato da un tensore elastico

di prova A∗(x
˜
) e da un campo di spostamenti u

˜
∗ afferente ad una distribuzione T ∗ di
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trazioni sulla parte caricata di S. Il teorema di reciprocità di Maxwell-Betti permette

di definire il funzionale seguente:
∫

Ω

ε[u
˜
] : [A − A∗] : ε[u

˜
∗] dV =

∫

∂Ω

(
T̂ · u

˜
∗ − T ∗ · û

˜

)
dS ≡ R(A∗,u

˜
,u
˜
∗), (2.47)

che è una funzione nota dei dati sperimentali (û
˜
, T̂ ). Imponendo:

R(A∗,u
˜
,u
˜
∗) = 0 ∀u

˜
∗ (2.48)

si ottiene una relazione scalare, che risulta indipendente da A∗ per qualsiasi scelta di

u
˜
∗. In generale gli spostamenti effettivi u

˜
all’interno del corpo non sono noti a priori

e devono essere ricostruiti insieme al tensore A attraverso una procedura iterativa.

Alcuni studi teorici sull’identificazione dei moduli elastici eterogenei si stanno basando

sullo sfruttamento di una versione linearizzata dell’equazione (2.47), in cui figura la

trasformata spaziale di Fourier del termine A−A∗. L’approccio RGM risulta molto

utile soprattutto nell’identificazione delle fessure all’interno dei materiali. Tuttavia in

letteratura sono disponibili applicazioni della versione linearizzata all’identificazione

del tensore di rigidezza flessionale nelle piastre di Love-Kirchhoff.

2.5 Scelta del modello e metodo di identificazione

utilizzato

Gli sforzi compiuti dalla ricerca scientifica degli ultimi 50 anni nell’ambito della

Meccanca dei Solidi sono stati orientati a restringere il vuoto esistente tra la sperimen-

tazione, la modellazione, e le simulazioni. In particolare, la possibilità di utilizzare

microcalcolatori sempre più potenti e lo sviluppo di metodi numerici sofisticati con-

sentono di simulare il percorso evolutivo delle strutture fino alle condizioni di crisi.

Tuttavia i metodi numerici, e le ipotesi in essi insite, devono essere sempre convalidati

da opportune indagini sperimentali. Se, partendo da un modello costitutivo e dalle

condizioni al contorno, l’obiettivo dei metodi diretti è la determinazione dei campi di

spostamento, l’obiettivo dei metodi inversi è quello di uilizzare i campi di spostamen-

to, misurati con le tecniche di correlazione full-field, e le condizioni al contorno, per

stimare i parametri costitutivi dei materiali. Un linguaggio comune tra la meccanica

sperimentale e la meccanica computazionale è un fatto desiderabile, per un’adeguata

interazione tra i due ambiti. In questo paragrafo viene spiegato il metodo di identifi-

cazione utilizzato in questo lavoro di tesi per l’identificazione in problemi piani. Tale

metodo è integrato nel formalismo del metodo del gap nelle equazioni costitutive, e
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prevede che i dati ottenuti dalla correlazione delle immagini digitali siano accoppiati

ad un metodo variazionale, al fine di identificare i parametri materiali.

La procedura di identificazione afferisce ad un corpo continuo piano occupante un

dominio Ω con controrno Γ, e sottoposto ad un carico progressivamente crescente.

Per ogni passo di carico sia noto il campo di spostamento, ottenuto con la tecnica di

correlazione delle immagini digitali, ed il carico applicato dalla macchina di prova. Il

problema dell’identificazione consiste nel calcolare la matrice associata al tensore di

elasticità AS
a e lo stato tensionale σ in equilibrio con il carico applicato in corrispon-

denza di ciascun step del processo di carico. Le equazioni da soddisfare sono quelle

di equilibrio (2.49),

div(σ) = 0
˜

inΩ (2.49)

di legame (2.50),

ε(u
˜
∗) = AS

aσ inΩ (2.50)

e le condizioni al contorno (2.51).




R
˜

i =

∫

ΓR
j

σ · n
˜
dS

σ · n
˜

= 0
˜

suΓU
j

(2.51)

Sia
∑

adm l’insieme non vuoto dei campi tensionali ammissibili, definito come

segue:
∑

adm

= {τ ∈ H(div), divτ+f
˜

= 0
˜
inΩ, Li(τ ·n

˜
) = gi suΓi ∈ ∂Ω, i = 1, . . . , N} (2.52)

con gi che assume uno dei valori (2.51). Nella (2.52) u
˜
∗ rappresenta il campo di

spostamenti misurato con la tecnica della D.I.C., e deve essere tale che u
˜
∗ ∈ (H1(Ω))2

con Ω ⊂ R2, mentre

H(div) = {τ ∈ (L2(Ω))4; τ ij = τ ji; div(τ ) ∈ (L2(Ω))2}, (2.53)

in cui Hn(ω) è uno spazio di Sobolev di ordine n su Ω, ed Lm(ω) è uno spazio di

Hilbert di ordine m su Ω.

L’insieme ε dei tensori elastici, ammissibili di cedevolezza si può definire in due

modi:

ε1 = {B ∈ R3×3; Bij = Bji; Bx
˜

: x
˜
≥ α|x

˜
|2, α > 0∀x

˜
;

Bx
˜

: y
˜
≤M |x

˜
||y
˜
|, M > 0∀ x

˜
, y
˜
} (2.54a)

ε2 = {Bij lineari a tratti; Bij = Bji; Bx
˜

: x
˜
≥ α|x

˜
|2, α > 0∀x

˜
;

Bx
˜

: y
˜
≤M |x

˜
||y
˜
|, M > 0∀ x

˜
, y
˜
}, (2.54b)
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anche se la definizione più generale è la seguente:

ε3 = {B ∈ [L∞(Ω)]3×3; Bij = Bji; Bx
˜

: x
˜
≥ α|x

˜
|2, α > 0∀x

˜
;

Bx
˜

: y
˜
≤M |x

˜
||y
˜
|, M > 0∀ x

˜
, y
˜
}.

Avendo introdotto i campi tensionali ammissibili, si definisce il seguente funzionale

F :
∑

adm ×ε → R:

F (τ ,B) =
1

2

∫

Ω

{
ε(u

˜
∗) : B : ε(u

˜
∗) + τ : B−1 : τ

}
dΩ −

∫

Ω

τ : ε(u
˜
∗) dΩ, (2.55)

per il quale vale la Proposizione 1, dimostrata in [Geymonat and Pagano, 2003], e

riportata di seguito.

Proposizione 1. Per il funzionale F risultano vere le proprietà seguenti:

1. F (τ ,B) ≥ 0∀ (B, τ ) ∈
∑

adm ×ε

2. F (τ ∗,B∗) = 0 ⇐⇒ τ ∗ = B∗ε(u
˜
∗)

3. Il funzionale F è separatamente convesso su
∑

adm ×ε

Dimostrazione. Riscrivendo il funzionale F nel seguente modo:

F (τ ,B) =
1

2

∫

Ω

(τ − B ε(u
˜
∗)) : B−1(τ − B ε(u

˜
∗)) dΩ,

si dimostrano le prime due asserzioni della Proposizione 1, poichè B ∈ ε3.

Per provare la convessità separata di F è sufficiente dimostrare che la funzione

ϕ1(B) := 1
2
ε(u

˜
∗) : B−1ε(u

˜
∗) è convessa su ε3, e che la funzione ϕ2(τ ,B) := 1

2
τ : Bτ

è separatamente convessa su
∑

adm ×ε. Per la funzione ϕ1 si può calcolare la derivata

seconda, ed osservare che:

ϕ1
′′(B; C, C) = (CB−1ε(u

˜
∗)) : B−1(CB−1ε(u

˜
∗)),

ϕ1
′′(B; C, C) ≥ α|CB−1ε(u

˜
∗)|2.

Infine la funzione ϕ2, essendo non negativa per definizione, è sempre separatamente

convessa.

Avendo dimostrato che il funzionale (2.55) è separatamente convesso rispetto ai

campi ammissibili di tensione e di deformazione, è possibile calcolare la matrice asso-

ciata al tensore di elasticità AS
a e lo stato tensionale σ, associato, tramite il legame co-

stitutivo, allo stato di deformazione ε, e rispettoso delle condizioni di equilibrio (2.49),
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(2.51). Il calcolo è eseguito attraverso un algoritmo che attraversa due fasi di mini-

mizzazione separate del funzionale F , sfruttandone la convessità separata rispetto a∑
adm ×ε. I passi dell’algoritmo sono ripetuti iterativamente per ogni step di carico

della fase elastica. Una volta soddisfatta la condizione di uscita, si ottengono le pro-

prietà materiali corrispondenti alle varie configurazioni attraversate durante la fase

elastica.

Si indica con A0 la matrice di primo tentativo, assegnata arbitrariamente, al

tensore di elasticità. I passi iterativi dell’algoritmo sono riportati di seguito:

- inizializzazione arbitraria della matrice A0;

- minimizzazione del funzionale F attraverso due passi distinti:

1. σ1 = ArgminF (τ ,A0);

2. A1 = ArgminF (σ1,B)

- iterazione della procedura fino ad ottenere lo stato tensionale equilibrato (σn e

la matrice elastica iniziale del materiale An).

La matrice A0 è una matrice di primo tentativo. Essa viene inserita all’interno

del funzionale F , permettendo di calcolare lo stato tensionale ammissibile σ1 come

soluzione di minimo del funzionale F fra tutti i campi di tensione staticamente am-

missibili. Tale campo tensionale σ1 è utilizzato nel secondo passo dell’algoritmo,

per calcolare una matrice di elasticità di secondo tentativo A1, che indicheremo con

B(E, ν). Fra tutti i tensori di rigidezza ammissibili B(E, ν) rende minimo il funzio-

nale F . I due passi della procedura descritta devono essere ripetuti iterativamente

finchè la differenza tra i parametri elastici, calcolati tra due step successivi, rimane

al di sotto di una tolleranza prefissata. Il modulo di Young E ed il coefficiente di

Poisson ν devono rispettare ad ogni passo le diseguaglianze (2.57).

{
0 < ν < 0.5

E > 0
(2.57)

La prima minimizzazione del funzionale F deve garantire una soluzione che soddisfi

le equazioni di equilibrio (2.49), (2.51). Per verificare questa circostanza si definisce il

nuovo funzionale (G), all’interno del quale le equazioni di equilibrio sono soddisfatte

per mezzo della coppia di moltiplicatori di Lagrange (λ, γ1):

G(τ , λ, γ) = F (τ ) +

∫

Ω

λ div(τ ) dΩ + γi

(∫

Γi

(σ · n
˜
− R

˜
)dΓ

)
(2.58)
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Si supponga di conoscere a priori i dati meccanici del materiale sottoposto a

prova sperimentale, e di costruire un problema diretto occupante le stesse condizioni

geometriche e al contorno del problema inverso studiato. In tal modo il metodo degli

elementi finiti permette di calcolare la soluzione in termini di spostamento (v
˜

C), ed

in termini di deformazioni (ε(v
˜

C)). Alla matrice elastica An−1, riferita al generico

passo n − 1, corrisponde attraverso il calcolo diretto, lo stato tensionale ammissibile

τ = An−1 ε(v
˜

C). Il funzionale F è riscrivibile in funzione della differenza tra i dati

di spostamento calcolati con la tecnica di correlazione delle immagini digitali (u
˜

m), e

i dati di spostamento calcolati con il metodo diretto (v
˜

C):

F̄ (v
˜

C ,A
n−1) =

1

2

∫

Ω

ε(v
˜

C − u
˜

m) : B : ε(v
˜

C − u
˜

m) dΩ, (2.59)

Indichiamo con B la matrice An−1, per comodità di scrittura. In maniera analoga

alla (2.58) si definisce un funzionale Ḡ che, per mezzo di opportuni moltiplicatori di

Lagrange, imponga al funzionale F̄ il rispetto delle equazioni di equilibrio (2.60).

Ḡ(v
˜

C ,A
n−1, λ, γi) =

1

2

∫

Ω

ε(v
˜

C − u
˜

m) : An−1 : ε(v
˜

C − u
˜

m) dΩ+

+

∫

Ω

λ · div
(
An−1ε(v

˜
C)
)
dΩ + γi

(∫

Γi

(An−1ε(v
˜

C) · n
˜
− R

˜
)dΓ

)
.

(2.60)

In forma discreta il funzionale (2.60) è utilizzabile nell’ambito del metodo degli

elementi finiti, e diventa:

1

2
(VC −Um)[K(En−1, νn−1)](VC−Um)+λT ([K]VC−F )+γT

j (
∑

i∈Γj

Fi−Rj). (2.61)

Nella (2.61) sono stati introdotti i vettori delle quantità nodali VC e Um, mentre

En−1 e νn−1 rappresentano rispettivamente il modulo di Young ed il coefficiente di

Poisson identificati in corrispondenza dell’iterazione n−1. In questo caso le incognite

del problema sono: i moltiplicatori di Lagrange λ e γ, la risultante dei carichi esterni

F applicati sul bordo, e l’array degli spostamenti nodali VC, provenienti da un calcolo

diretto agli elementi finiti.

L’equazione che governa un problema diretto (2.24) con il metodo degli elementi

finiti è del tipo [K]VC = F . Il problema di identificazione trattato permette di

determinare le costanti elastiche di una lastra sottoposta a carico assiale di trazione,

e lo stato tensionale durante la fase elastica. In un problema di questo tipo il vettore

dei carichi esterni F non è noto a priori. Infatti, pur sapendo che F = 0
˜

in Ω, su

Γ1 e su Γ3, non si conosce la distribuzione delle forze sui bordi Γ2 e Γ4. Infatti su
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F
x Ω

Γ1

2Γ
Γ3

Γ4

Figura 2.1: Dominio materiale utilizzato per il metodo di inverso identificazione.

questi ultimi due è nota soltanto la risultante (R) agente al generico passo di carico.

Il funzionale discreto (2.61), scritto con riferimento al lato Γ2 del dominio piano 2.1,

assume la forma seguente:

H =
1

2
(VC − Um)T [K](VC − Um) + λT ([K]VC − F ) + γ2

(∑

i∈Γ2

F i − R2

)
. (2.62)

In esso le incognite sono λ,F , γ2eVC.

Si osserva che i vettori spostamento VC e Um sono da considerare dei campi di

spostamento continui e che il vettore F possiede questa forma:

F =




0
˜

in Ω

0
˜

su Γ1

0
˜

su Γ3

6= 0
˜

su Γ2

6= 0
˜

su Γ4



. (2.63)

Al fine di ottenere un sistema di quattro equazioni in quattro incognite, il funzio-

nale H è derivato rispetto ad ognuna delle quattro incognite:





[K](VC −Um) + [K]λ = 0
˜
;

[K](VC) = F ;
∑

i∈Γ2
F i = R2;

λj = γ2 j ∈ Γ2;

(2.64)

68



2.5 Scelta del modello e metodo di identificazione utilizzato

da esso si ottiene: 



[K]λ = [K]Um −F ;
∑

i∈Γ2
F i = R2;

λj = γ2 j ∈ Γ2;

(2.65)

Dalla terza equazione del sistema (2.65) si osserva che λj è costante su Γ2. Analo-

gamente il moltiplicatore di Lagrange è costante sul bordo Γ4. Inoltre è necessario

che risulti γ2 6= γ4, al fine di evitare dei campi rigidi di spostamento. La possibilità

di avere un moltiplicatore di Lagrange costante su Γ2 è un risultato importante , che

permette di imporre F = 0
˜

in tutti i punti del bordo Γ2, tranne che in un unico punto,

nel quale si considera applicata la risultante (R̄) agente al generico passo di carico.

Ricordando che il vettore dei carichi nodali è nullo all’interno del dominio (F = 0
˜

in

Ω): 



[K]λ = [K]Um −




0
.̃..

R̄




λj = cost suΓ2;

(2.66)

Il sistema (2.66) consente di calcolare il vettore dei moltiplicatori λ, mentre il mol-

tiplicatore γ è banalmente ottenibile dalla terza equazione del sistema (2.65). A

questo punto è possibile risolvere l’equazione seguente, da cui si ottiene il campo di

spostamenti nodali VC in funzione degli spostamenti Um misurati con la D.I.C..

[K]VC = [K](Um − λ) ⇒ VC = Um − λ, (2.67)

essa è valida a meno di moti rigidi del corpo. Considerando i soli moltiplicatori che

escludono moti rigidi, la soluzione diventa:

Um
C = Um − λ̄ (2.68)

ed il corrisondente stato tensionale equilibrato, corrispondente alla generica iterazione

n− 1 vale

σ = An−1ε(Um
C ). (2.69)

La seconda minimizzazione del funzionale F permette di calcolare le proprietà

materiali, imponendo la stazionarietà del funzionale stesso rispetto alle componenti

del tensore di elasticità. In uno stato piano di tensione, in cui le componenti piane

di tensione e di deformazione sono rispettivamente [τ1, τ2, τ3]
T [ε1, ε2, ε3]

T , la legge
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costitutiva τ = Bε prende la forma:



τ1
τ2
τ3


 =



be1 be2 0

be2 be1 0

0 0 be3





ε1

ε2

ε3


 . (2.70)

In particolare se il materiale è elastico ed isotropo: be1 = E(1 − ν)/[(1 + ν)(1 − 2ν)],

be2 = Eν/[(1 + ν)(1 − 2ν)], be3 = E/(2 + 2ν). Il tensore di elsticità può essere

convenientemente diagonalizzato, e scritto nella base dei tensori principali:

B̄ = DT BD, (2.71)

insieme alle deformazioni e alle tensioni:

ε̃ = DT ε (2.72)

τ̃ = DT τ , (2.73)

in cui si è utilizzato

D =




1√
2

1√
2

0

− 1√
2

1√
2

0

0 0 1


 . (2.74)

In questo caso la relazione costitutiva tra le deformazioni e le tensioni assume una

forma più semplice: 

τ̃1
τ̃2
τ̃3


 =



b̃e1 0 0

0 b̃e1 0

0 0 b̃e1





ε̃1

ε̃2

ε̃3


 . (2.75)

All’interno del dominio di osservazione Ω il funzionale (2.55) si riscrive come segue:

F =
1

2

∫

Ω

(b̃e1(ε̃
2
1 + ε̃2

3) + b̃e2ε̃
2
2 +

1

b̃e1
(τ̃ 2

1 + τ̃ 2
3 ) +

1

b̃e2
τ̃ 2
2 ) dΩ −

∫

Ω

τ Tε dΩ, (2.76)

imponendone la stazionarietà rispetto alle componenti del tensore di elasticità si per-

viene ad un sistema di due equazioni in due incognite, che permette di risalire ai

valori del modulo di Young e del coefficiente di Poisson:





∂F

∂b̃
(i)
e1

= 0

∂F

∂b̃
(i)
e2

= 0

⇒ [b̃
(i)
e1 , b̃

(i)
e2 ] ⇒ (Ei, νi). (2.77)
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Il procedimento iterativo appena esposto permette di calcolare il valore del modulo

di Young (E) e del coefficiente di Poisson (ν) in corrispondenza di ogni passo di

carico della fase elastica del materiale. La procedura iterativa viene fermata quando

la differenza tra i parametri materiali, calcolati in corrispondenza di due iterazioni

successive, sodisfa una prefissata tolleranza.

La possibilità di stimare i parametri materiali in corrispondenza di diversi step di

carico consente una valutazione del danneggiamento d. Esso si esprime come perdita

di rigidezza del materiale tra il generico istante di carico e l’istante iniziale:

d = 1 − Ẽ

E0

. (2.78)

2.5.1 Robustezza del metodo e scelta dei parametri di fil-

traggio

É stato già osservato che i dati acquisiti per mezzo della camera C.C.D. sono affetti

da rumore elettronico. Tale circostanza ha richiesto un’indagine specifica, al fine di

valutare la robustezza e l’attendibilità del metodo inverso utilizzato e decidere, nel

contempo, i valori da assegnare ai parametri di filtering, per ottenere risultati accurati.

A questo scopo sono state condotte due tipi di analisi numeriche su modelli con

caratteristiche geometriche uguali a quelle dei provini testati in laboratorio.

Utilizzando il codice di calcolo agli elementi finiti Cast3Mr è stata eseguita dap-

prima un’analisi diretta, simulando una prova in stato piano di tensione su una lastra

rettangolare di caratteristiche materiali note. Un lato minore della lastra è stato

vincolato agli spostamenti orizzontali, mentre un lato maggiore è stato vincolato

agli spostamenti verticali. Sul secondo lato minore è stata sottoposta ad una storia

evolutiva di spostamenti di trazione assegnati. Il lato maggiore della lastra è stato

discretizzato in 60 elementi finiti. Ad ogni passo dell’analisi sono stati valutati gli

spostamenti nodali e le risultanti delle reazioni vincolari orizzontali. Attraverso questi

dati è stata applicata l’analisi inversa, e sono stati valutati i parametri materiali cor-

rispondenti a ciascun passo di carico. In questo modo è stata apprezzata l’affidabilità

del metodo.

Per tali simulazioni numeriche è stato previsto un materiale omogeneo, elastico e

danneggiabile, afferente al modello di Mazars. Secondo tale modello ad ogni passo di

carico il materiale subisce un danneggiamento espresso dalla formula seguente:

D = 1 − εD0(1 −A)

ε̃
− A

exp[B(ε̃− εD0)]
. (2.79)
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In essa A e B sono due parametri che dipendono dal materiale utilizzato, εD0 rappre-

senta la deformazione in corrispondenza della quale il materiale comincia a deformarsi,

ed ε̃ è la deformazione equivalente. Essa è calcolata come segue:

ε̃ =

√√√√
3∑

i

(
εi + |εi|

2

)2

, (2.80)

in cui le εi rappresentano le componenti principali di deformazione.

Le analisi del primo tipo hanno permesso di stimare gli effetti del rumore sulla

valutazione del modulo di Young del materiale. Un rumore random con distribuzione

Gaussiana è stato generato numericamente, ed i suoi valori sono stati sommati ai

valori di spostamento afferenti a ciascun passo di carico. Con il metodo inverso è

stato calcolato il modulo di Young in ciascun nodo della mesh, e ne èstata osservata

la variazione nel corso dei vari passi di carico. Il rumore random è stato generato per

valori della deviazione standard compresi tra 0.01 e 0.1. Le analisi sono state ripetute

per ognuno di tali valori.
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(b) Deviazione standard rumore: 0.02.

Figura 2.2: Evoluzione del modulo di Young per diversi valori del rumore sovrapposto.

Le figure 2.2, 2.3, 2.4 illustrano i risultati ottenuti. Per ogni deviazione standard

del rumore considarata sono illustratati dei grafici tridimensionali, che riportano la

stima del modulo di Young sull’asse verticale, i nodi sull’asse X della lastra, in cor-

rispondenza dei quali è valutato il modulo di Young, ed i passi di carico sull’asse

contrassegnato con L.S.. Pertanto ciascuna figura illustra, per un rumore di intensità

assegnata, la variazione del modulo di Young all’aumentare degli spostamenti imposti

sul bordo libero.

Osservando la figura 2.2 si constata che per un rumore sovrapposto molto basso

le stime eseguite con il metodo inverso risultano accurate. Infatti, coerentemente
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con l’ipotesi di materiale elastico, omogeneo e danneggiabile, si osserva la progressiva

riduzione del modulo elastico al crescere degli spostamenti imposti. In corrispondenza

degli steps finali di carico la stima del modulo di Young è pressocchè simile per tutti

i nodi dell’asse della lastra. In tale circostanza infatti l’ordine di grandezza degli

spostamenti è maggiore di quello del rumore, e quest’ultimo risulta poco influente sul

metodo inverso. Viceversa, in corrispondenza dei primi steps di carico, l’ordine di

grandezza del rumore artificiale è uguale o addirittura maggiore degli spostamenti,

che in questa fase sono esigui. In questa circostanza l’influenza del rumore rende poco

accurato il metodo di identificazione, ed i risultati diventano molto diversi passando

da un nodo all’altro dell’asse longitudinale del modello.
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(a) Deviazione standard rumore: 0.03.
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(b) Deviazione standard rumore: 0.04.

Figura 2.3: Evoluzione del modulo di Young per diversi valori del rumore sovrapposto.

Attraverso la figura 2.3 si nota che, aumentando progressivamente l’intensità del

rumore sovrapposto ai dati di spostamento, il metodo di identificazione non riesce più

a cogliere la progressiva riduzione del modulo elastico per effetto del danneggiamento

subito dal materiale. I grafici illustrati in figura 2.4 mettono in evidenza l’inaffida-

bilità dei risultati corrispondenti a valori elevati del rumore artificiale, sovrapposto

ai dati di spostamento. In tali situazioni non è più possibile osservare l’effetto del

danneggiamento, e la stima del modulo di Young tra nodi attigui risulta incoerente.

Questa circostanza svavorevole si verifica tanto negli steps iniziali di carico quanto in

quelli finali, a riprova che il rapporto segnale-rumore artificiale si mantiene sempre

basso. Si osserva infine che i dati numericamente più attendibili sono quelli corri-

spondenti ad un rumore sovrapposto con deviazione standard minore. In questi casi

è stimato un modulo di Young iniziale pari a circa 4 · 109 MPA, che si riduce per

effetto del danneggiamento fino ad un valore prossimo a 2 · 109 MPA. Invece, quando

il rumore sovrapposto ai dati di spostamento è elevato, le stime offerte dal meto-
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(a) Deviazione standard rumore: 0.05.
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(b) Deviazione standard rumore: 0.06.
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(c) Deviazione standard rumore: 0.07.
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(d) Deviazione standard rumore: 0.08.
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(e) Deviazione standard rumore: 0.09.
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(f) Deviazione standard rumore: 0.1.

Figura 2.4: Evoluzione del modulo di Young per diversi valori del rumore sovrapposto.
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Figura 2.5: Lastra elasto-danneggiabile caricata nel piano.

do di identificazione inverso prevedono un valore del modulo di Young prossimo ai

5 · 105 MPA, rivelando l’inaccuratezza del metodo in presenza di rumore elevato.

Dalle precedenti osservazioni è risultato evidente che la possibilità di applicare il

metodo inverso a casi sperimentali reali non può prescindere da un adeguato filtraggio

dei dati, preventivo all’applicazione del metodo stesso.

Le analisi di robustezza del secondo tipo, discusse di seguito, hanno avuto l’obiet-

tivo di individuare i parametri di filtering ottimali per un’adeguata identificazione dei

parametri materiali anche in presenza di rumore impegnativo.

Utilizzando ancora il codice agli elementi finiti Cast3Mr, è stato realizzato un

modello numerico di lastra in stato piano di tensione caricata nel piano. Le condi-

zioni al contorno, imposte al modello sono riportate in figura 2.5. Sul bordo libero

è applicato uno spostamento temporale evolutivo, costituito da 30 steps di carico.

Il materiale previsto per il modello è stato un materiale omogeneo, elastico e dan-

naggiabile. I parametri materiali utilizzati sono stati: un modulo di Young iniziale

pari a 5.832N /px 2 , corrispondente a circa 7800MPa , un modulo di Poisson pari a

0.2. Inoltre, coerentemente con il modello di danneggiamento di Mazars, sono stati

adottati i seguenti paramentri materiali: A = 0.8 e B = 120, mentre per la defor-

mazione di primo danneggiamento è stato previsto un valore di εD0 = 3.0 · 10−5.

Il modello geometrico è stato discretizzato in 524 elementi finiti sul lato lungo e 61

elementi finiti sul bordo corto. Tale scelta non è stata casuale, ma corrispondente al
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numero di punti di misura elaborati con la tecnica della D.I.C.. In questo modo ad

ogni elemento finito è stata attribuita una forma quadrata con lato di lunghezza pari

a 5 pixels (figura 2.5). In questo modo è stata simulata in maniera molto accurata

una prova sperimentale. Le analisi hanno riguardato inizialmente un calcolo diretto,

con il quale sono stati valutati gli spostamenti corrispondenti ad ogni step dell’analisi

al passo e la risultante delle reazioni vincolari ul lato corto del modello. Utilizzando

questi dati, è stato successivamente applicato il metodo di identificazione inverso,

che ha consentito una stima dell’evoluzione del danneggiamento omogeneo subito dal

modello numerico, implementato per spostamenti imposti crescenti sul bordo libero.

I risultati sono illustrati in figura 2.6 e si riferiscono a dati privi di rumore artificiale

sovrapposto.
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Figura 2.6: Evoluzione del danneggiamento in funzione dei time steps.

Come illustrato in figura 2.6 il modello numerico esibisce un incremento lineare

del danneggiamento fino ad un massimo di circa 0.5, poi la successiva degradazione

del materiale avviene secondo una legge di ordine superiore al primo.

Lo studio condotto in questa fase ha permesso di scegliere il valore ottimale da

assegnare alla zona di approssimazione per avere dei risultati accurati nella stima dei

parametri materiali e del danneggiamento.

Ai dati di spostamento ottenuti con la prima analisi diretta è stato sovrapposto un

rumore random a distribuzione Gussiana con valore medio nullo e deviazione standard

di 0.02. I dati rumorosi cos̀ı ottenuti sono stati filtrati per diversi valori della zona

di approssimazione, e per ogni gruppo di dati è stato applicato il metodo di identifi-
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cazione inverso. I calcoli di filtering sono stati ripetuti per zone di approssimazione

formate da 1, 4, 8, 16 e 32 punti. Dopodicchè i dati sono stati preparati per l’appli-

cazione del metodo inverso, prevedendo una discretizzazione del modello geometrico

più rada rispetto a quella utilizzata nel calcolo diretto. Pertanto in questa fase gli

elementi siniti utilizzati sono stati 60 nella direzione del lato maggiore della lastra e

12 nella direzione del lato minore. Si sintetizzano di seguito i risultati ottenuti.
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Figura 2.7: Stima dei parametri elastici iniziali.

La figura 2.7 mette in evidenza come, al crescere del numero dei punti all’interno

della zona di approssimazione, l’identificazione dei parametri elastici per materiale

privo di danneggiamento converge verso i valori esatti. In particolare, utilizzando 32

punti all’interno della zona di approssimazione, si ottiene un’identificazione accurata

del Modulo di Young iniziale. La valutazione del coefficiente di Poisson risulta con-

vergente verso il valore esatto, tuttavia una sua stima più accurata richiederebbe una

zona di approssimazione più ampia.

Il numero dei punti contenuti nella zona di approssimazione risulta determinan-

te anche nell’identificazione del danneggiamento. In figura 2.8 sono state riportate

le curve di evoluzione del danneggiamento esatto e del danneggiamento stimato uti-

lizzando un numero crescente di punti all’interno della zona di approssimazione. Si

osserva la convergenza dei dati verso i valori teorici al crescere del parametro di fil-

tering. Una zona di approssimazione formata da 32 punti garantisce i risultati più

accettabili.

Infine si discutono alcune considerazioni sugli errori introdotti dalla procedura

di identificazione nel calcolo dei parametri materiali e del danneggiamento. A tal
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Figura 2.8: Valutazione del danneggiamento in funzione del numero di punti della Zona
di Approssimazione.

fine in figura 2.9 si confrontano gli errori percentuali, relativi ed assoluti, introdotti

utilizzando una zona di approssimazione di dimensione crescente.

Ai fini dell’identificazione del modulo elastico iniziale del materiale si osserva che,

una zona di approssimazione di 32 punti permette un abbattimento dell’errore relativo

e di quello assoluto. Nei passi di carico successivi a quello iniziale l’errore assoluto si

mantiene prossimo allo 0% indipendentemente dalla zona di approssimazione usata.

Considerazioni simili valgono per l’errore relativo, che si conserva inferiore al 3%

durante tutta la storia di carico del materiale.

Anche nella stima del coefficiente di Poisson si osserva che la precisione migliore è

garantita da una zona di approssimazione formata da 32 punti soltanto in corrispon-

denza dell’identificazione iniziale, per la quale, passando da una zona di approssima-

zione formata da 4 punti ad una di 32 punti, l’errore relativo si riduce di circa il 100%,

mentre quello assoluto si riduce di oltre la metà. Nei passi di carico successivi, pur

incrementando la dimensione della zona di approssimazione, gli errori introdotti si

mantengono sempre dell’ordine dello 0%.

Gli errori introdotti nella stima del danneggiamento, dimostrano con migliore chia-

rezza l’esigenza di una zona di approssimazione pi ampia. infatti, si può osservare

che la curva dell’errore relativo tende più rapidamente a zero al crescere dei punti
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Figura 2.9: Evoluzione degli errori nella procedura di identificazione.
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impiegati per la zona di approssimazione. In corrispondenza del primo step di carico,

l’errore relativo introdotto è sempree del 100%, tuttavia questo valore è trascurabile,

perchè nel passo di carico iniziale il materiale è da considerarsi integro. Una dipenden-

za più chiara dalla zona di approssimazione è messa in evidenza dal grafico afferente

all’errore assoluto. In tal caso si osserva un abbattimento della curva dell’errore por-

tando la zona di approssimazione da 4 a 32 punti. Gli ordini di grandezza degli errori

appena descritti hanno reso accettabili i risultati ottenuti. Pertanto nell’applicazione

del metodo di identificazione inverso alle analisi sperimentali, che saranno descritte e

discusse nel capitolo quinto, la procedura di filtering dei dati di spostamento è stata

eseguita utilizzando una zona di approssimazione formata da 32 punti.
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Capitolo 3

Meccanica del danneggiamento

continuo

3.1 Principi generali

Ogni materiale strutturale è dotato di proprietà fisico - meccaniche riferite alla

sua condizione iniziale di materiale vergine. Quando il materiale è sottoposto ad una

certa storia di carico, tali proprietà si riducono, ed il materiale si definisce “danneg-

giato”. I meccanismi di danneggiamento non sono uguali per tutti i materiali, ma

dipendono dalla loro microstruttura interna, in particolare, la distribuzione interna

dei vuoti e delle microfratture, nonchè la loro crescita ed enucleazione sono respon-

sabili delle varie condizioni di degradazione di tipo locale e/o globale. L’evoluzione

del danneggiamento è studiata monitorando tutti i processi che causano la progres-

siva degradazione del materiale [Murakami, 1987], [Chaboche, 1982], [Barbero and

Lonetti, 2002]. Tipicamente il danneggiamento si può manifestare secondo i seguenti

meccanismi:

• danneggiamento fragile o duttile;

• danneggiamento e plasticità;

• danneggiamento e fatica.

Con la Meccanica del Danneggiamento Continuo i fenomeni di degradazione so-

no associati a variabili macroscopiche definite su configurazioni al continuo. Pur-

troppo le semplici osservazioni di carattere macroscopico non sempre permettono di
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Meccanica del danneggiamento continuo

comprendere se lo stato attuale di un materiale risulta danneggiato. Pertanto la ca-

ratterizzazione del danneggiamento attraverso variabili macroscopiche risulta molto

complessa. Di conseguenza occorre sapere a priori quali effetti del danneggiamento

studiare, e su quale scala di lavoro tali effetti siano valutabili, in modo tale da sce-

gliere adeguatamente le variabili da monitorare. Infatti tali fenomeni di degradazione

sono associati ad alcuni parametri semplici, come le proprietà elastiche del materiale,

le deformazioni plastiche e i valori di resistenza.

I modelli di danneggiamento presenti in letteratura sono formulati su quattro scale

di lavoro: la scala atomica, la microscala, la mesoscala e la macroscala.

Nella scala atomica il materiale è studiato come un sistema di atomi o molecole

disposti in un reticolo a struttura periodica, nel quale le particelle elementari sono

tenute unite da forze interatomiche. In questo caso lo stato di danneggiamento è

legato alla rigidezza e alla resistenza dei legami atomici, la cui rottura o ripristino

influenza l’evoluzione dei processi dissipativi.

Nella microscala il materiale è rappresentato come un sistema eterogeneo, nel

quale gli effetti del danneggiamento sono valutati sui singoli costituenti. L’indagine

è eseguita su un volume rappresentativo di materiale (RVE), per il quale la forma

ed il numero di microfratture caratterizzano lo stato di danneggiamento. In questo

contesto anche le equazioni costitutive si riferiscono ai singoli costituenti, che nel caso

dei materiali compositi sono le fibre e la matrice.

Nella mesoscala il materiale si considera omogeneo, ed i meccanismi di danneg-

giamento sono descritti tramite variabili opportune.

La macroscala è definita assumendo come dominio rappresentativo l’intera strut-

tura. Su tale scala il danneggiamento è influenzato da tutte le variabili, pertanto i

modelli risultano molto laboriosi e poco efficienti.

L’ipotesi alla base della Meccanica del Danneggiamento Continuo assume che il

danneggiamento sia uniformemente distribuito all’interno del materiale [Kachanov,

1958], [Rabotnov, 1969], [Chaboche J.L., 1981a], [Krajcinovic and Fonseka, 1981],

[Krajcinovic D., 1983], [Murakami, 1987], e che possa essere descritto da una funzione

continua di tipo scalare o tensoriale e a valori strettamente positivi.

Nell’ambito dei materiali compositi esistono modelli più generali, nei quali i pro-

cessi di degradazione sono descritti attraverso fenomeni accoppiati di danneggiamento

e di plasticità. Queste teorie si basano su un approccio termodinamico in accordo

con “il metodo delle variabili interne”, e introducono una serie di parametri nelle

equazioni generali del problema, che simulano i processi di dissipazione del materiale.

L’introduzione delle variabili interne ha permesso di definire una formulazione

termodinamicamente consistente sia nell’ambito della Meccanica del Danneggiamen-
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3.1 Principi generali

to Continuo, che nell’ambito della Teoria Classica della Plasticità [Simo and Ortis,

1987], [Simo and J.W., 1987], [Ju, 1989], [Voyiadjis and Guelzim, 1996]. Con le

variabili interne è possibile simulare il progressivo danneggiamento del materiale e

l’incremento delle deformazioni permanenti. Questo metodo permette di formulare

le equazioni costitutive all’interno della configurazione effettiva, nella quale il ma-

teriale si assume, idealmente, privo di vuoti e fessure, presentando nel contempo le

caratteristiche meccaniche del materiale danneggiato. Nella configurazione effettiva

le variabili di stato e le quantità osservabili sono descritte da funzioni continue.

In letteratura sono presenti formulazioni che utilizzano variabili di danneggiamen-

to scalari, vettoriali, o tensoriali. I valori attuali delle variabili di danneggiamen-

to influenzano la rigidezza e la flessibilità del materiale danneggiato attraverso un

approccio accoppiato, con il quale l’evoluzione del danneggiamento coinvolge sia le

deformazioni, che le proprietà elastiche del materiale [Cordebois and Sidoroff, 1979],

[Simo and J.W., 1987], [Barbero and Lonetti, 2002].

Di seguito viene descritto il processo di degradazione di un materiale per effetto di

microfratture e vuoti attraverso la formulazione di Kachanov all’interno di uno spazio

di riferimento con direzioni principali x, y, z. Si consideri un elemento di volume di

materiale danneggiato, contenente una superficie di normale uscente n
˜
, e sia r

˜
(x, y, z) il

vettore posizione del generico punto P appartenente alla superficie di normale uscente

n
˜
. Lo stato di danneggiamento nel punto P si esprime in funzione della variabile di

danneggiamento D, definita come

D(P,n
˜
) =

δÃD

δA
(3.1)

nella quale δÃD è l’area delle imperfezioni, costituita da vuoti, cavità, microfratture,

e cos̀ı via, mentre δA rappresenta l’area totale dell’elemento di superficie, considerato

al netto delle imperfezioni. La variabile D è una funzione continua all’interno del

materiale, e costituisce una misura del danneggiamento locale del materiale; essa può

assumere valori compresi tra zero, che corrisponde allo stato di materiale non danneg-

giato ed uno, che corrisponde allo stato di materiale completamente danneggiato. In

quest’ultimo caso l’area totale delle imperfezioni è uguale all’area totale dell’elemento

di superficie: δÃD = δA.

La necessità di semplificare le simulazioni connesse ai diversi meccanismi di dan-

neggiamento, interagenti tra loro, ha portato alla definizione della “configurazione

fittizia” C̄F . Ad essa è richiesto di essere meccanicamente equivalente alla configura-

zione danneggiata del materiale ed idealmene priva di imperfezioni. Tale condizione

si ritiene necessaria nella formulazione analitica delle equazioni del problema, poichè

le variabili del modello possono essere definite su un dominio idealmente continuo.
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Figura 3.1: Danneggiamento per uno stato tensionale monodimensionale: a) con-
figurazione iniziale, b) configurazione danneggiata, c) configurazione
fittizia.

Pertanto nella Meccanica del Danneggiamento Continuo sono utilizzate tre confi-

gurazioni materiali: la configurazione iniziale C0, la configurazione reale (o danneg-

giata) CD e la configurazione fittizia (o effettiva) C̄F ; in figura 3.1 sono illustrate le

tre configurazioni anzidette on riferimento ad uno stato tensionale monodimensionale.

Da tale figura si osserva che, nella configurazione non danneggiata (C0) le grandezze

tipiche sono: uno stato di danneggiamento pari a zero (D = 0), ed un modulo di

Young uguale a quello del materiale vergine E. In un generico istante della storia di

carico, cui è sottoposto il materiale, la distribuzione uniforme di tensioni uniassiali σ

in equilibrio con il carico esterno, determina uno stato di danneggiamento all’interno

del materiale, che risulta evidente dalla formazione di vuoti e microfratture, che fanno

assumere alla variabile di danneggiamento D un valore non nullo. Tale distribuzione

di microfratture e vuoti fa si che nella configurazione danneggiata CD il modulo di

Young sia inevitabilmente ridotto rispetto alla configurazione iniziale C0, in cui il

materiale è non danneggiato. Per definizione la configurazione fittizia è meccanica-

mente equivalente alla configurazione attuale, pertanto in essa il modulo di Young del

materiale vale E, mentre la variabile di danneggiamento D assume valore nullo. Per

effetto dei vuoti e delle microfratture indotti dalla distribuzione di tensioni normali σ

all’interno della configurazione attuale, una parte dell’area trasversale dell’elemento
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di volume di riferimento non contribuisce più alla resistenza del materiale. Pertan-

to la configurazione fittizia è caratterizzata da una superficie resistente (Ā) ridotta

rispetto all’area nella configurazione attuale (A):

Ā < A, (3.2)

e poichè il carico si ripartisce su un’area minore, la tensione agente nella configurazione

effettiva è maggiore rispetto a quella agente nella configurazione attuale. Nel caso di

stato tensionale uniassiale la variabile di danneggiamento si esprime come:

Ā

A
= 1 −D. (3.3)

Di conseguenza la tensione normale effettiva e la tensione normale nella configurazione

attuale possono essere messe in relazione attraverso la variabile di danneggiamento

D, per mezzo della seguente espressione:

σ̄ =
F

Ā
=

σ

1 −D
⇒ σ = (1 −D)σ̄. (3.4)

Merita di essere osservato che la Meccanica del Danneggiamento Continuo con la

sola variabile di danneggiamento (D) non tiene conto dell’interazione delle imperfe-

zioni locali e della loro orientazione nel volume del campione osservato.

In generale, è possibile definire un operatore tensoriale χ, che permetta il passaggio

dalla configurazione attuale CD alla configurazione effettiva C̄F di qualsiasi grandezza

che descriva un dato aspetto del danneggiamento (Fig. 3.2).

La Meccanica del Danneggiamento Continuo è generalizzabile ad una distribu-

zione tridimensionale di microfratture e vuoti all’interno del materiale. L’ipotesi

fondamentale è che gli stati tensionali e deformativi siano uniformi nel materiale,

mentre le configurazioni di riferimento rimangono ancora la configurazione iniziale,

la configurazione danneggiata e la configurazione fittizia. Il passaggio ad una de-

scrizione tridimensionale del danneggiamento richiede che le superfici interessate dai

vuoti e dalle microfratture interne siano caratterizzate dalla propria normale, la cui

orientazione cambia durante la progressione del danneggiamento. Si consideri un

materiale non danneggiato nella configurazione iniziale C0, e siano dx
˜

0 e dy
˜

0
i lati

di una generica superficie, la cui normale sia identificata dal vettore v0dA
˜

0. Il pas-

saggio dalla configurazione iniziale alla configurazione danneggiata avviene tramite

l’operatore tensoriale F , mentre l’operatore tensoriale χ definisce il passaggio dalla

configurazione danneggiata CD alla configurazione fittizia C̄F . In particolare:

dx̄
˜

= χdx
˜

(3.5)
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Figura 3.2: Configurazioni di danneggiamento per stati tridimensionali: a) iniziale, b)
danneggiata, c) effettiva, d)danneggiata priva di deformazioni elastiche, e)
effettiva priva di deformazioni elastiche.

dȳ
˜

= χdy
˜
. (3.6)

La formula di Nanson [Ogden, 1983] permette il passaggio di configurazione analogo

per i vettori di area:

n̄
˜
dA =

1

2
dx̄
˜
∧ dȳ

˜
=

1

2
(χdx

˜
) ∧ (χdy

˜
) = det[χ] · (χ−1)Tn

˜
dA. (3.7)

Anche nel caso pluriassiale la variabile di danneggiamento si può esprimere come

rapporto di riduzione in termini di area:

n̄
˜
dA =

(
det[χ] · (χ−1)T

)
n
˜
dA = [I

˜
− D

˜
]n
˜
dA (3.8)

dalla quale consegue l’espressione della variabile di danneggiamento, che questa volta

assume una forma tensoriale:

D
˜

=
(
I
˜
− det[χ] · (χ−1)T

)
. (3.9)

La variabile di danneggiamento D
˜

simula la formazione e l’evoluzione delle im-

perfezioni interne al materiale. Essa corrisponde ad un tensore del secondo ordine,
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3.1 Principi generali

che nello spazio tridimensionale rappresenta i rapporti di riduzione in termini di area

secondo diverse orientazioni del sistema di riferimento esterno.

Accanto alla configurazione attuale CD è possibile definire una configurazione

danneggiata priva di deformazioni elastiche C∗
D. L’operatore F

˜
e, di cui si ammette

l’esistenza dell’inverso (F
˜

e)−1, permette il passaggio dalla configurazione CD alla con-

figurazione C∗
D. Lo stesso operatore F

˜
e permette di operare anche le trasformazioni

tra la configurazione effettiva C̄F e la configurazione effettiva priva di deformazioni

elastiche C̄∗
F .

Analogamente si può introdurre il tensore di trasformazione χ∗ : C∗
D → C̄∗

F e rica-

vare le equazioni che correlano le grandezze fra loro analoghe nelle configurazioni CD

e CF . In particolare, passando da una configurazione all’altra, i vettori si trasformano

secondo le relazioni seguenti:

dx̄
˜
∗ = χ∗dx

˜
∗ (3.10)

dȳ
˜

∗ = χ∗dy
˜

∗, (3.11)

mentre la trasformazione dei vettori area avviene utilizzando ancora la formula di

Nanson:

n̄
˜
∗dA∗ =

1

2
dx̄
˜
∗ ∧ dȳ

˜

∗ =
1

2
(χ∗dx

˜
∗) ∧ (χ∗dy

˜

∗) = det[χ∗] · ((χ∗)−1)T n
˜
∗dA∗. (3.12)

Tramite la (3.12) si introduce il tensore D̄
˜
, che definisce il rapporto di riduzione in

termini di area tra le configurazioni C∗
D e C̄F , e pertanto deve soddisfare la relazione:

n̄
˜
∗dA∗ = (I

˜
− D̄

˜
) · n

˜
∗dA∗, (3.13)

dalla quale consegue che

D̄
˜

=
(
I
˜
− det[χ∗] · ((χ∗)−1)T

)
. (3.14)

Il tensore D̄
˜

è definito come tensore di danneggiamento con deformazioni elastiche

nulle, ed esprime il danneggiamento come rapporto di riduzione in termini di area per

deformazioni elastiche nulle, esso risulta indipendente dall’operatore F
˜

e, e pertanto

costituisce una misura consistente dei fenomeni di danneggiamento.

Tra i tensori D
˜

e D̄
˜

sussiste la seguente relazione:

D̄
˜

= (F
˜

e)T : D
˜

: (F
˜

e)−T (3.15)

La descrizione più accurata del danneggiamento è fornita dal tensore D̄
˜
, in quanto

tiene in conto dei valori attuali di degradazione indipendentemente dalla presenza
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di deformazioni elastiche. Tuttavia quando la parte elastica F
˜

e del gradiente della

deformazione F
˜

risulta trascurabile, le differenze tra i due tensori D̄
˜

e D
˜

risultano

inconsistenti.

Le coppie (n̄i, d̄i) e (ni, di) definiscono le autosoluzioni all’interno del riferimen-

to principale dei tensori D̄
˜

e D
˜

rispettivamente. La loro esistenza è provata dalle

relazioni:

(D̄i − d̄iI)n̄i = 0

(Di − diI)ni = 0.
(3.16)

Le (3.16) garantiscono che qualunque superficie, orientata secondo una direzione

principale di danneggiamento n̄i ovvero ni, danneggiandosi non determina alcuna

degradazione alle superfici orientate secondo altre direzioni.

Il danneggiamento dei materiali è un fenomeno irreversibile, pertanto deve essere

affrontato secondo un approccio termodinamicamente consistente. La condizione di

irreversibilità del danneggiamento è matematicamente espressa attraverso delle op-

portune condizioni al contorno. In particolare, passando dalla configurazione C∗
D alla

configurazione C̄∗
F l’area finale al netto dei vuoti interni deve ammettere un valo-

re strettamente positivo e le normali a superfici corrispondenti possono risultare al

massimo ortogonali:

(n
˜
∗dA∗) · (n

˜
∗dA∗) > 0 ∀n

˜
∗dA∗ ∈ C∗

D. (3.17)

Inoltre si osserva banalmente che il tensore (I
˜
− D̄

˜
) è definito positivo. Infatti poichè

(n
˜
∗dA∗) = (I

˜
− D̄

˜
) · (n

˜
∗dA∗) (3.18)

risulta che

(I
˜
− D̄

˜
)(n

˜
∗dA∗) · (n

˜
∗dA∗) > 0 ∀n

˜
∗dA∗ ∈ C∗

D. (3.19)

La valutazione dello stato tensionale agente nelle varie configurazioni di riferi-

mento richiede ulteriori equazioni. A tal fine si consideri un tetraedro di riferimento.

La risultante t
˜
dA, applicata alla superficie di normale n

˜
dA nella configurazione dan-

neggiata CD, provoca una tensione σ, che nella configurazione effettiva C̄F assume

un valore |σ̄| > |σ|, perchè in tale configurazione la risultante t
˜
dA si ripartisce su

una superficie minore, in quanto depurata delle imperfezioni. Considerando ancora il

tensore χ∗ : C∗
D → C̄∗

F , si può definire la seguente relazione tra i tensori σ̄ e σ:

σ̄ = [detχ]−1χσ (3.20)
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3.2 Principio di equivalenza della deformazione

e poichè dall’espressione (3.9) si ricava che:

χ = [detχ] · (I
˜
− D

˜
)−T , (3.21)

il legame tra le tensioni σ̄ e σ si può scrivere come:

σ̄ = [detχ]−1 · [detχ] · (I
˜
− D

˜
)−T σ. (3.22)

L’espressione (3.22) può essere generalizzata, introducndo un tensore del quarto

ordine M
˜

, noto come tensore di danneggiamento effettivo. Tale tensore è una funzione

dello stato di danneggiamento del materiale e la sua forma dipende dalla descrizione

adottata per il danneggiamento. L’utilità del tensore di danneggiamento effettivo

consiste nella possibilità di creare un legame tra gli stati tensionali delle configurazioni

effettiva e danneggiata:

σ̄ = M
˜

σ. (3.23)

Lo stato tensionale σ̄, definito all’interno della configurazione effettiva, risulta, in

generale, non simmetrico. Di conseguenza, per semplificare la formulazione teorica

del modello, è necessario ricorrere ad una tecnica di simmetrizzazione. In particolare

con la tecnica della simmetrizzazione effettiva i due stati tensionali σ̄ e σ sono legati

attraverso la seguente espressione:

σ̄ = (I
˜
− D

˜
) : σ = σ : (I

˜
− D

˜
). (3.24)

In definitiva, la formulazione adottata permette di descrivere lo stato di danneggia-

mento per mezzo della relazione (3.9), dalla quale risulta chiaramente la dipendenza

della variabile di danneggiamento D
˜

dall’operatore χ. Tuttavia quest’ultimo dipen-

de da un numero molto alto di fattori, che rendono il legame analitico (3.9) molto

complesso. Pertanto risulta conveniente introdurre dei principi di equivalenza, che

dfiniscano il legame tra le configurazioni attuali e danneggiate, uguagliando soltan-

to variabili macroscopiche, cioè quelle variabili osservabili tramite misure dirette sul

materiale.

3.2 Principio di equivalenza della deformazione

Il principio di equivalenza della deformazione [Lemaitre, 1971], [Simo and Ortis,

1987], [Ju, 1989] postula che: “La deformazione associata ad uno stato di danneg-

giamento soggetto ad una tensione applicata σ è equivalente ad uno stato privo di

danneggiamento, e sottoposo alla tensione effettiva σ̄”:

ε(σ,D) = ε̄(σ̄, 0). (3.25)
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Meccanica del danneggiamento continuo

I due stati di deformazione nella (3.25) si riferiscono a due configurazioni distinte.

Eguagliando la forza agente nelle due configurazioni si ottiene:

Ē
˜
E
˜

=
Ā

A
= (I

˜
− D

˜
), (3.26)

pertanto il tensore di elasticità danneggiato Ē
˜

si può scrivere come:

Ē
˜

= (I
˜
− D

˜
)E
˜
. (3.27)

Grazie alle ipotesi, introdotte con il principio di equivalenza della deformazione, la va-

riabile di danneggiamento D
˜

assume una forma semplificata, che dipende dal prodotto

tra il tensore di elasticità danneggiato ed il tensore di elasticità effettivo:

D
˜

= I
˜
− Ē

˜
E
˜
−1. (3.28)

Di seguito si riportano le equazioni di legame nelle configurazioni danneggiata ed

effettiva:

σ̄ = E
˜

: ε̄e

σ = Ē
˜

: εe.
(3.29)

Banalmente le corrispondenti equazioni per le deformazioni sono:

ε̄e = E
˜
−1 : σ̄

εe = Ē
˜

−1
: σ,

(3.30)

esse devono rispettare la condizione di congruenza (3.31) tra le due configurazioni

ε̄e = εe. (3.31)

La (3.31) permette le seguenti equazioni di legame, più immediate, tra le tensioni

nelle configurazioni effettiva e reale:

σ̄ = E
˜
Ē
˜

−1
: σ (3.32)

σ̄ = (I
˜
− D

˜
) : σ. (3.33)

La (3.33) esprime una dipendenza lineare tra le variabili σ̄ e D. Inoltre essa esprime

la tensione che dovrebbe essere applicata al materiale nella configurazione effettiva,

per avere in quest’ultima lo stesso stato deformativo del materiale nella configurazione

danneggiata.
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3.3 Principio di equivalenza della tensione

3.3 Principio di equivalenza della tensione

Il principio di equivalenza della tensione postula che: “La tensione associata ad

uno stato di danneggiamento sotto una deformazione applicata ε è equivalente ad uno

stato privo di danneggiamento, e soggetto alla deformazione effettiva ε̄”:

σ(ε,D) = σ̄(ε̄, 0). (3.34)

Le formule di legame sono analoghe a quelle ottenute con il principio di equivalenza

della deformazione

σ̄ = E
˜

: ε̄

σ = Ē
˜

: ε.
(3.35)

Imponendo una condizione di equilibrio tra le tensioni si perviene all’espressione che

correla le deformazioni tra le configurazioni danneggiata ed effettiva:

ε̄ = E
˜
−1Ē

˜
: ε = (I

˜
−D

˜
) : ε. (3.36)

3.4 Principio di equivalenza dell’energia elastica

Passando dalla configurazione effettiva a quella danneggiata, i precedenti due prin-

cipi di equivalenza postulano ognuno la conservazione di una diversa variabile osser-

vabile. Invece il principio di equivalenza dell’energia elastica considera l’eguaglianza

in termini energetici, che interessa contemporaneamente gli stati di tensione e di de-

formazione. Tale condizione risulta molto realistica dal punto di vista fisico. Questo

principio postula che: “L’energia elastica complementare associata ad uno stato di

danneggiamento soggetto alla tensione σ e alla deformazione applicata ε è equivalen-

te all’energia elastica complementare associata ad uno stato privo di danneggiamento

e sottoposto alla tensione effettiva σ̄ e alla deformazione effettiva ε̄” [Cordebois and

Sidoroff, 1979]:

φ(σ,D
˜
) = φ̄(σ̄, 0). (3.37)

L’espressione dell’energia elastica nella configurazione effettiva è ottenuta consideran-

do il materiale privo di danneggiamento, e sostituendo le variabili attuali (ε,σ) con

le corrispondenti quantità della configurazione effettiva (ε̄, σ̄):

φ(σ,D
˜
) =

1

2
σ : εe =

1

2
σ̄ : ε̄e = φ̄(σ̄, 0). (3.38)
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Meccanica del danneggiamento continuo

Le equazioni costitutive e di legame tra le due configurazioni sono le seguenti:

σ = Ē
˜
(D
˜
) : εe σ̄ = E

˜
: ε̄e (3.39)

σ̄ = M
˜

−1 : σ ε̄ = M
˜

: ε. (3.40)

In esse M
˜

rappresenta il tensore di danneggiamento effettivo. Le (3.39), (3.40)

permettono di esprimere l’energia elastica nella configurazione effettiva come segue:

φ̄(σ̄, 0) =
1

2
σ̄ : [E

˜
D=0]

−1 : σ̄ =
1

2
σ : M

˜
−T : [E

˜
D=0]

−1 : M
˜

−1 : σ = φ(σ,D
˜
). (3.41)

Dualmente l’energia complementare nella configurazione attuale è la seguente:

φ(σ,D
˜
) =

1

2
σ : εe =

1

2
σ : Ē

˜
(D
˜
)−1 : σ (3.42)

da cui:

Ē
˜

−1
= M

˜
−T : E

˜
D=0 : M

˜
−1 (3.43)

Ē
˜

= M
˜

T : E
˜

D=0 : M
˜

(3.44)

Il legame tra il tensore di elasticità danneggiato Ē
˜

ed il tensore di danneggiamento D
˜

è di grado superiore al primo, infatti considerando per M
˜

la seguente espressione:

M
˜

= (I
˜
− D

˜
) (3.45)

si ha che:

D̄
˜

= I
˜
− Ē

˜

1
2 : E

˜

− 1
2

D=0 (3.46)

Ē
˜

= (I
˜
− D

˜
)T : E

˜
D=0 : (I

˜
− D

˜
). (3.47)

3.5 Alcuni richiami di termodinamica

I materiali sottoposti a storie di carico evolutive sono sottoposti agli effetti contem-

poranei del danneggiamento e della plasticità. Pertanto sono state sviluppate delle

formulazioni teoriche in grado di simulare il comportamento dei materiali attraverso

l’interazione tra i due fenomeni.

I fenomeni di danneggiamento e di plasticità, che interessano i materiali, sono sem-

pre irreversibili, essi modificano la struttura interna del materiale, la quale nel corso

della sua evoluzione attraversa consecutive configurazioni di equilibrio, rispettando

sempre i primi due principi della termodinamica.

92



3.5 Alcuni richiami di termodinamica

Nel seguito del paragrafo si farà implicitamente riferimento al materiale di un

corpo B, che occupa un volume V dello spazio.

Con il primo principio della termodinamica si postula la conservazione dell’energia.

Esso richiede che ogni elemento infinitesimo di volume rispetti l’equazione seguente:

%u̇ = σ : ε̇ + r − div q
˜
, (3.48)

nella quale % è la densità per unità di volume del corpo in esame, u̇ è l’energia

specifica interna, r è l’energia di radiazione per unità di volume, q
˜

è la quantità di

calore per unità di superficie che attraversa il contorno del corpo che evolve in senso

termodinamico, σ è il tensore di Cauchy, ed ε è il tensore delle deformazioni.

Il secondo principio della termodinamica impone l’accrescimento di entropia per

unità di temperatura. La sua formulazione è la seguente:

%
(
T · ds

dt
− u̇
)
+σ : ε̇ − q

˜
· ∇T

˜
T

≥ 0 (3.49)

nella quale T è la temperatura del sistema, ed s è l’entropia specifica per unità di

massa. Sovente il secondo principio della termodinamica viene espresso nella forma

più comune della diseguaglianza di Clausius-Duhem:

σ : ε̇ − %
(dψ
dt

+ s · dT
dt

)
−q

˜
· ∇T

˜
T

≥ 0 (3.50)

in cui figura l’energia libera specifica ψ. L’espressione di Clausius-Duhem nel caso di

piccole deformazioni assume la forma seguente:

σ : ε̇ − %
(
ψ̇ + s · Ṫ

)
−q

˜
· ∇T

˜
T

≥ 0. (3.51)

Si osserva che lo stato termodinamico di un materiale in un qualsiasi suo punto,

e in un qualsiasi istante dell’evoluzione del sistema in studio, dipende univocamente

dai valori numerici di un certo numero di variabili, che prendono il nome di “varia-

bili di stato” o “variabili termodinamicamente indipendenti”. La precisione, con la

quale il fenomeno è descritto, dipende dalla scelta di tali variabili, e il processo di tra-

sformazione modellato si dice termodinamicamente consistente se in qualsiasi istante

dell’evoluzione del materiale la disuguaglianza di Clausius-Duhem risulta soddisfatta.

Sono considerate variabili di stato sia le variabili osservabili, e quindi direttamente

misurabili, che le variabili interne.
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Meccanica del danneggiamento continuo

3.5.1 Le variabili interne

Mentre nei fenomeni reversibili lo stato attuale del materiale dipende unicamente

dalle variabili osservabili, nei fenomeni irreversibili le variabili osservabili non risul-

tano più sufficienti per una modellazione accurata. In questo caso le imperfezioni

presenti allo stato attuale dipendono dalle condizioni di carico e di autotensione che

in passato hanno interessato il materiale del corpo in studio. Per mettere in conto la

dipendenza dalla storia dei fenomeni irreversibili si introducono “le variabili interne”,

delle quali bisogna conoscere il valore numerico in ciascun istante della trasformazione

del materiale.

Nella plasticità e nella viscoplasticità le deformazioni devono essere comprensi-

ve delle deformazioni plastiche o viscoplastiche. In particolare, nel caso di piccole

deformazioni si può porre:

ε = εe + εp, (3.52)

nella quale per ogni istante della trasformazione ε rappresenta la deformazione totale,

che è somma delle due aliquote εe e εp, che rappresentano rispettivamente la defor-

mazione elastica completamente recuperabile allo scarico, e la deformazione plastica

non recuperabile allo scarico.

Lo studio del danneggiamento dei materiali richiede l’introduzione di variabili in-

terne che, pur non essendo misurabili direttamente, rappresentano adeguatamente

tutte le caratteristiche dello stato interno del materiale come le dislocazioni e le ca-

vità. La scelta delle variabili interne, da introdurre nella formulazione, dipende dal

fenomeno che si vuole modellare. Esse possono essere di natura scalare o tensoriale e

solitamente sono indicate con V1, V2, . . . , Vk.

3.5.2 Il potenziale termodinamico

I fenomeni irreversibili presenti in natura provocano delle trasformazioni che, mo-

dificando per sempre la struttura interna del materiale interessato, lo fanno passare

attraverso successive configurazioni di equilibrio termodinamico, in ciascuna delle

quali devono essere soddisfatte le leggi fondamentali.

L’esigenza di formulare adeguate leggi di stato sui materiali sottoposti a fenomeni

dissipativi richiede di postulare l’esistenza di un potenziale termodinamico, dal quale

le leggi di stato sono ricavate attraverso variabili termodinamicamente indipenden-

ti. L’esistenza del potenziale termodinamico è postulata grazie al soddisfacimento di

alcune ipotesi essenziali. Tra queste ipostesi è di fondamentale importanza la disu-

guaglianza di Clausius-Duhem. Essa rappresenta una condizione di stabilità termodi-
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namica, che deve essere soddisfatta per ogni configurazione intermedia, di equilibrio,

di qualsiasi corpo, che evolve in senso termodinamico. Per soddisfare la condizione di

stabilità termodinamica viene definita una funzione a valori scalari, concava rispetto

alla temperatura, e convessa rispetto alle altre variabili. Tale funzione è l’energia

potenziale specifica libera ψ, che è funzione di tutte le variabili osservabili ed interne

del sistema.

ψ = ψ(ε, T, εe, εp, Vk) (3.53)

Tenendo conto che le deormazioni totali si possono esprimere come somma delle de-

formazioni elastiche e delle deformazioni plastiche, l’energia potenziale specifica libera

si può scrivere come:

ψ = ψ(εe, T, Vk) (3.54)

per cui
∂ψ

∂εe
=
∂ψ

∂ε
= − ∂ψ

∂εp
. (3.55)

Quest’ultima permette di riscrivere la disuguaglianza di Clausius-Duhem nel modo

seguente:

(
σ − %

∂ψ

∂εe

)
: εe + σ : εp − %

(
s+

∂ψ

∂T

)
· Ṫ − %

∂ψ

∂Vk
· V̇k −

q
˜
T

· ∇T
˜
≥ 0. (3.56)

Considerando per un generico materiale, all’interno del suo dominio, un campo di

deformazioni elastiche a temperatura costante ed uniforme, per il quale siano costanti

anche le deformazioni plastiche e le variabili interne, la (3.56) permette di scrivere la

seguente equazione:

σ − %
∂ψ

∂εe
= 0, (3.57)

che per la (3.55) diventa

σ = %
∂ψ

∂εe
= %

∂ψ

∂ε
= −% ∂ψ

∂εp
. (3.58)

Quest’ultima permette di osservare che la tensione σ è una variabile associata in

maniera indipendente alla deformazione elastica εe, alla deformazione totale ε, e alla

deformazione plastica εp. Analogamente si possono definire le forze termodinamiche

associate alle variabili interne attraverso la seguente espressione:

Ak = %
( ∂ψ
∂Vk

)
k = 1, . . . , n (3.59)

Variabili come la tensione σ e le forze termodinamiche Ak costituiscono le variabili

associate. Il vettore, che ha per componenti le variabili associate, è il gradiente della
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funzione ψ nello spazio delle variabili interne. Tale vettore è normale alla superficie

ψ = cost.

La descrizione dell’evoluzione dissipativa del materiale e della variazione delle

variabili interne richiede un formalismo matematico complementare. Tale formalismo

è ottenibile per mezzo del potenziale di dissipazione.

Considerando una deformazione termica a deformazione plastica e variabili interne

costanti, e temperatura uniforme, dalla (3.55) e per l’arbitrarietà della temperatura

consegue:

s = −∂ψ
∂T

. (3.60)

In tal caso la disuguaglianza di Clausius Duhem si scrive come:

φ = σ : ε̇p −AkV̇k −
q
˜
T

· ∇T
˜
≥ 0, (3.61)

essa esprime l’incremento di dissipazione come somma di due termini

φ = φ1 + φ2. (3.62)

Il primo termine

φ1 = σ : ε̇p −AkV̇k (3.63)

è chiamato dissipazione intrinseca, e consiste nella somma della dissipazione plastica e

della dissipazione associata all’evoluzione delle variabili interne Vk. Il secondo termine

φ2 = −
q
˜
T

· ∇T
˜

(3.64)

rappresenta la dissipazione termica dovuta alla conduzione del calore.

3.5.3 Il potenziale di dissipazione e le leggi di stato

Il potenziale di dissipazione è una funzione scalare, continua e convessa delle

variabili di flusso:

φ
(
ε̇p, V̇k,

q

T̃

)
. (3.65)

Utilizzando la proprietà di normalità, esso permette di definire tre leggi complementari

di dissipazione. Tali leggi sono riportate di seguito:

σ =
∂φ

∂ε̇p , (3.66a)

Ak = − ∂φ

∂V̇k

, (3.66b)

∇T
˜

= − ∂φ

∂
q
˜
T

. (3.66c)
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Applicando la trasformata di Legendre - Frenchel si ottiene il potenziale di dissi-

pazione φ∗(σ, Ak, ∇T
˜
), duale di φ

(
ε̇p, V̇k,

q
˜
T

)
.

Se la funzione φ∗ è differenziabile, la proprietà di normalità si conserva per le

variabili ε̇p, −V̇k, −
q
˜
T

, e le leggi complementari di evoluzione si possono scrivere come

segue:

ε̇p =
∂φ∗

∂σ
legge di plasticità (3.67a)

V̇k = − ∂φ∗

∂Ak
legge di evoluzione delle variabili interne (3.67b)

q
˜
T

= − ∂φ∗

∂∇T
˜

legge di Fourier della termostatica. (3.67c)

Affinchè i potenziali φ e φ∗ soddisfino il secondo principio della termodinamica,

devono anche essere funzioni convesse non negative e nulle all’origine.

I materiali che soddisfano la seguente legge:

ε̇p =
∂φ∗

∂σ
(3.68)

si definiscono materiali standard. Per questi materiali la condizione di normalità è

sufficiente a soddisfare il secondo principio della termodinamica.

La determinazione di adeguate espressioni analitiche per il potenziale energetico

ψ, e per i potenziali di dissipazione φ e φ∗ richiede due semplificazioni. La prima

consiste nell’adottare le relazioni di simmetria di Onsagen, con le quali la funzione

φ∗, ad esempio, assume una forma quadratica in termini di variabili duali, e definita

positiva:

φ∗ =
1

2
· Cαβ(ε̇

e, T, Vk) ·Aα ·Aβ (Cαβ = Cβα). (3.69)

La seconda semplificazione consiste nell’assumere un disaccoppiamento tra le dissi-

pazioni intrinseca e termica. In questo modo il potenziale di dissipazione si studia

come la somma di due termini, uno dipendente dalle variabili σ e Ak, e l’altro dalla

variabile ∇T
˜
:

φ∗ = φ∗
1(σ, Ak) + φ+

2 (∇T
˜
). (3.70)

L’equazione (3.70) garantisce il soddisfacimento del secondo principio della termodi-

namica attraverso le seguenti due disuguaglianze:

φ1 = σ : ε̇p −AkV̇k = σ :
∂ϕ∗

1

∂σ
+Ak :

∂ϕ∗
1

∂Ak
≥ 0 (3.71a)

φ2 = −∇T
˜
·

q
˜
T

= −∇T
˜
· ∂ϕ∗

2

∂(∇T
˜
)
≥ 0. (3.71b)
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3.6 Variabili di danneggiamento e plasticità

I materiali compositi a matrice polimerica esibiscono un comportamento meccani-

co di tipo quasi fragile. Coerentemente con la definizione di danneggiamento dovuta

a Kachanov-Robotnov si assume che la densità locale dei difetti sia uniformemente

distribuita all’interno di un elemento rappresentativo di volume. In un processo di

carico del materiale composito l’energia totale è dissipata nella formazione di super-

fici di rottura interne e nella evoluzione di microfratture esistenti, che avvengono in

prossimità delle zone di concentrazione delle tensioni, dove si osserva un incremen-

to delle microfratture esistenti ed una riduzione dell’area resistente del materiale. In

particolare nel caso dei materiali compositi a fibra corta una parte dell’energia è spesa

nel distacco della fibre dalla matrice e quindi nella perdita di adesione all’interfaccia

tra i due materiali. Tale perdita di adesione provoca la formazione di vuoti, con

conseguente concentrazione delle tensioni e successiva enucleazione del difetto.

La formazione e la crescita dei difetti interni dipendono dalle proprietà meccaniche

del materiale composito. Da un punto di vista meramente matematico tali proprietà

sono caratterizzate dalle variabili di stato interne, la cui scelta e i cui valori numerici

dipendono dal materiale e dai fenomeni dissipativi che si intende descrivere.

Nell’ambito del presente lavoro di tesi, per via delle caratteristiche dei materiali

compositi a fibra corta, è stato privilegiato un modello di comportamento di tipo

isotropo. Per la descrizione del danneggiamento le variabili impiegate sono:

• una variabile scalare D, rappresentativa di uno stato isotropo di danneggia-

mento, e dell’incremento dei difetti per unità di volume del materiale;

• uno scalare δ, che definisce l’ampiezza e l’evoluzione del dominio di danneg-

giamento.

Coerentemente con il modello isotropo, l’evoluzione del danneggiamento all’inter-

no di una lamina a fibre corte può considerarsi uguale in tutte le direzioni all’interno

del piano stesso della lamina. La variabile di danneggiamento D assume valore com-

preso tra zero ed uno. In tale ambito il tensore di danneggiamento effettivo degenera

in uno scalare:

M(D) =
1

1 −D
. (3.72)

Esso assume valore 1 nel caso di materiale privo di danneggiamento, e tende asinto-

ticamente ad infinito man mano che la variabile D tende verso l’unità. Il passaggio

dallo stato tensionale nella configurazione danneggiata a quello nella configurazione
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effettiva si esprime pertanto come:

σ̄ =
σ

1 −D
. (3.73)

La rigidezza di un materiale sottoposto a danneggiamento non si mantiene costan-

te, ma cambia durante la degradazione dello stesso materiale. In generale il legame

forza-spostamento di un materiale sottoposto a danneggiamento presenta un limite

lineare. Per passi di carico successivi i valori di rigidezza tendono a diminuire. La

rigidezza attuale di un materiale sottoposto a danneggiamento è matematicamente

esprimibile per mezzo del principio di equivalenza elastica. I due membri dell’equazio-

ne (3.37) devono essere esplicitati in funzione delle tensioni e del tensore di elasticità

relativi alla configurazione danneggiata e vergine:

φ(σ,D
˜
) =

1

2
σ : (Ē

˜
)−1 : σ (3.74a)

φ̄(σ̄, 0) =
1

2
σ̄ : (E

˜
)−1 : σ̄. (3.74b)

Utilizzando le (3.74a), (3.74b) la (3.37) diventa dunque:

1

2
σ : (Ē

˜
)−1 : σ =

1

2
σ̄ : (E

˜
)−1 : σ̄, (3.75)

che per la (3.23) assume la forma generale seguente:

(Ē
˜
)−1 = M

˜
−T : (E

˜
)−1 : M

˜
−1, (3.76)

dalla quale si ricave in maniera immediata l’espressione del tensore attuale di elasticità

danneggiato Ē
˜
:

Ē
˜

= M
˜

T : E
˜

: M
˜
. (3.77)

In particolare utilizzando il modello di danneggiamento scalare, isotropo l’equa-

zione (3.77) diventa:

Ē
˜

= (1 −D)2 · E
˜
. (3.78)

Si osserva quindi che l’espressione del tensore di elasticità danneggiato dipende dal-

la variabile di danneggiamento D. Pertanto, nel corso della storia evolutiva della

degradazione del materiale, una qualsiasi variazione della variabile scalare di dan-

neggiamento modifica la rigidezza attuale del materiale. La dipendenza del tensore

attuale di elasticità danneggiato Ē
˜

dal danneggiamento D è di tipo quadratico, per-

tanto l’evoluzione del danneggiamento causa una forte variazione della rigidezza del

materiale.

Nella descrizione del comportamento plastico del materiale le variabili utilizzate

sono:
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• un tensore simmetrico del secondo ordine εp, che tiene conto delle deforma-

zioni plastiche irreversibili, accumulate durante il processo di carico;

• un parametro scalare p, che rappresenta la deformazione irreversibile dovu-

ta all’incrudimento del materiale, e che definisce l’ampiezza e l’evoluzione del

dominio plastico.

Esprimendo il principio di deformazione dell’energia elastica in funzione delle va-

riabili di deformazione, si risale alla relazione esistente tra i tensori di deformazione

nelle configurazioni effettiva e danneggiata. In particolare enunciando il principio di

equivalenza dell’energia elastica nel modo seguente:

“l’energia elastica del materiale danneggiato ψ è uguale a quella di un materia-

le vergine ψ̄, se si sostituisce la deformazione elastica, agente nella configurazione

danneggiata, con la corrispondente quantità agente nella configurazione effettiva:”

ψ(εe,D
˜
) = ψ̄(ε̄e, 0), (3.79)

i due membri della (3.79) diventano:

ψ(εe,D
˜
) =

1

2
εe : Ē

˜
: εe (3.80a)

ψ̄(ε̄e, 0) =
1

2
ε̄e : E

˜
: ε̄e. (3.80b)

Riscrivendo l’uguaglianza (3.37) in virtù delle espressioni (3.80a), (3.80b) e tenendo

conto della (3.77) all’interno della (3.80a) si ottiene l’uguaglianza seguente:

1

2
εe :

(
M
˜

T : E
˜

: M
˜

)
: εe =

1

2
ε̄e : E

˜
: ε̄e, (3.81)

che per la simmetria del tensore delle deformazioni elastiche implica:

ε̄e = M
˜

: εe. (3.82)

Infine la decomposizione (3.52), possibile nell’ipotesi di piccole deformazioni, con-

sente, attraverso la (3.82), le seguenti espressioni di legame tra le deformazioni totali

e plastiche nelle configurazioni danneggiata ed effettiva:

ε̄ = M
˜

: ε (3.83a)

ε̄p = M
˜

: εp. (3.83b)
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3.7 Modello Costitutivo

Il modello costitutivo utilizzato nel presente lavoro è un modello anelastico, coe-

rente con la teoria del danneggiamento accoppiata ai fenomeni elastoplastici.

Il processo anelastico è modellato attraverso un insieme di variabili interne, rap-

presentative del danneggiamento e del comportamento plastico irreversibile. Si ipo-

tizza che il processo evolutivo del materiale sia di tipo stazionario, e che la soluzione

termodinamica possa essere ottenuta per mezzo del funzionale dell’energia libera di

Helmholtz. Si postula che l’energia libera di Helmholtz sia somma di due termini,

l’energia di deformazione ϕ(ε, εp, D) e l’energia di dissipazione π(p, δ):

ψ = ψ(ε, εp, p, D, δ) = ϕ(ε, εp, D) + π(p, δ). (3.84)

Per l’energia di deformazione si assume l’espressione:

ϕ(ε, εp, D) =
1

2
(ε − εp) : Ē

˜
: (ε − εp), (3.85)

mentre l’energia di dissipazione π(p, δ) è separato in due termini rappresentativi

rispettivamente dell’evoluzione della superficie di danneggiamento e di plasticità:

π(p, δ) = γ(δ) +R(p). (3.86)

Nell’ambito di questo lavoro di tesi sono state postulate le espressioni seguenti per i

termini additivi dell’energia di dissipazione:

γ(δ) = Kd · δ (3.87a)

R(p) = Kp · p, (3.87b)

nelle quali Kd e Kp sono dei parametri materiali. Le forze coniugate in senso termo-

dinamico, associate alle variabili cinematiche (ε, εp, p, D, δ) sono:

σ = −∂ψ
∂ε

= Ē
˜

: (ε − εp) (3.88a)

Y = − ∂ψ

∂D
= −1

2
(ε − εp) :

∂Ē
˜

∂D
: (ε − εp) (3.88b)

R = −∂ψ
∂p

= Kp · p (3.88c)

γ = −∂ψ
∂δ

= Kd · δ (3.88d)
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Considerando il principio della massima entropia, ed utilizzando il metodo di

minimizzazione di Lagrange si definiscono le equazioni di evoluzione come segue:

¯̇εp = λ̇p ∂g
p

∂σ̄
; ṗ = λ̇p∂g

p

∂R
;

Ḋ = λ̇d ∂g
d

∂Y
; δ̇ = λ̇d ∂g

d

∂γ
.

(3.89)

In esse λ̇d e λ̇p sono rispettivamente i moltiplicatori del danneggiamento e delle de-

formazioni irreversibili, mentre gd e gp sono le superfici di danneggiamento e di pla-

sticità. Alle equazioni di evoluzione è richiesto il rispetto, in ogni istante del processo

evolutivo, delle condizioni di Kuhn-Tucker:

λ̇p ≥0; λ̇d ≥ 0;

gp ≤0; gd ≤ 0;

gp · λ̇p =0; gd · λ̇d = 0.

(3.90)

3.8 Superficie di danneggiamento

Per ogni materiale è possibile definire un dominio di danneggiamento, che separa

la parte elastica dalla parte anelastica. Quando il materiale si trova all’interno di

tale dominio, rimane nella nella condizione iniziale di danneggiamento, mentre quan-

do, superato un certo livello di carico, il suo stato teermodinamico è esterno a tale

dominio, subisce una variazione delle proprietà elastiche.

Il dominio di danneggiamento gd è rappresentato con una superficie convessa nel-

lo spazio delle variabili termodinamiche Y e γ duali, in senso termodinamico, alle

variabili di danneggiamento D e δ:

gd = {Y, γ : gd(Y, γ) ≤ 0}. (3.91)

Il dominio di danneggiamento gd dipende dalle caratteristiche proprie del materia-

le, e dalla sua funzione di incrudimento, che definisce l’ampiezza e l’evoluzione del

danneggiamento.

La condizione iniziale di gd è proporzionale alla soglia di danneggiamento γ0, al

di sotto della quale la crescita delle microfratture interne al materiale è trascurabile.

La superficie di danneggiamento gd = 0 separa la parte elastica dalla parte anelastica

gd > 0, nella quale il materiale è interessato da una evoluzione del danneggiamento.

Analiticamente il presente modello fa riferimento alla teoria dei funzionali convessi,

pertanto la funzione gd è convessa nello spazio definito dalle forze termodinamiche, e
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la sua espressione è la seguente:

gd = Y − (γ + γ0), (3.92)

nella quale l’espressione di γ è la (3.88d), ed il termine di incrudimento (γ + γ0)

definisce l’evoluzione del dominio di danneggiamento. Quando il suo valore è pari

ad uno il materiale si trova nella condizione di completo danneggiamento. Si assume

inoltre che la variazione delle variabili cinematiche Ḋ e δ̇ avvenga lungo la direzione

normale ad un generico punto del dominio di danneggiamento.

3.9 Superficie di plasticità

Il dominio di plasticità è espresso nella configurazione effettiva del materiale e

denota una dipendenza dalla variabile di danneggiamento, che mostra come i due

fenomeni dissipativi risultino inevitabilmente accoppiati.

Il dominio plastico gp è rappresentato da una superficie convessa nello spazio delle

variabili effettive:

gp = {σ̄, R : gp(σ̄, R) ≤ 0}. (3.93)

Nella condizione iniziale l’ampiezza di gp è proporzionale ad R0, che rappresenta

la soglia al di sotto della quale le deformazioni irreversibili sono trascurabili. La

superficie di plasticità gp = 0 separa la parte elastica dalla parte anelastica gp > 0,

nella quale il materiale è interessato da un incrudimento plastico.

L’espressione analitica, adottata per gp, fa riferimento al criterio di Hill nello

spazio delle tensioni effettive:

gp = g(σ̄) − (R +R0), (3.94)

nella quale g è l’espressione di Hill nello spazio delle tensioni effettive, ed R è la

funzione di incrudimento plastico, che definisce la variazione del dominio di plasticità.

L’espressione esplicita della funzione g della (3.94) è la seguente:

g(σ̄) =
σ̄2

1

F 2
1

− σ̄1 · σ̄2

F 2
1

+
σ̄2

2

F 2
2

+
σ̄2

12

F 2
12

. (3.95)

I parametri F1, F2, F12 dipendono dalle proprietà meccaniche del materiale e dai valori

di resistenza al limite elastico di una singola lamina nelle direzioni longitudinali,

trasversale e tagliante. Tali valori sono reperibili in letteratura, oppure si possono

determinare attraverso procedure sperimentali o analitiche.
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L’accoppiamento tra danneggiamento e plasticità, in senso termodinamico, può

essere simulato considerando le variabili di rappresentazione nel riferimento effetti-

vo del materiale. Nell’evoluzione dei fenomeni anelastici la funzione di dissipazione

coincide con la funzione di plasticità gp, che risulta convessa nello spazio delle va-

riabili effettive. Analogamente a quanto descritto per l’evoluzione dei fenomeni di

danneggiamento, il flusso delle variabili cinematiche, associate ai fenomeni plastici

irreversibili, è orientato secondo il vettore normale ad un punto del contorno di gp.

L’evoluzione delle superfici di danneggiamento gd e di plasticità gp deve risultare

sempre consistente con le condizioni al contorno di Kuhn-Tucker (3.90).
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Capitolo 4

Algoritmo di soluzione ed

implementazione agli EF del

modello

4.1 Metodi numerici nello studio del danneggia-

mento

Nella maggior parte dei casi il danneggiamento non si verifica indipendentemente

dagli altri aspetti fenomenologici che riguardano il comportamento di un materiale. In

particolare nello studio dei materiali compositi il danneggiamento è accompagnato da

effetti viscosi e plastici, pertanto le indagini numeriche devono seguire un approccio

accoppiato. Sia il danneggiamento che le manifestazioni visco-plastiche sono fenomeni

non lineari. Pertanto le equazioni, che in generale governano un problema accoppiato,

sono affette da elevate non linearità. Problemi di questo tipo ammettono soluzioni in

forma chiusa soltanto in molto particolari, che prevedono drastiche approssimazioni,

necessarie per semplificare il problema. Pertanto la previsione degli effetti accoppiati

del danneggiamento e dei fenomeni plastici e/o viscosi richiede il ricorso a tecniche di

soluzioni numeriche. In tale ambito il metodo degli elementi finiti fornisce uno stru-

mento potente per risolvere secondo un approccio variazionale equazioni differenziali

anche di tipo non-lineare.

In generale il metodo degli elementi finiti consiste nella discretizzazione della geo-

metria del modello studiato attraverso una mesh di sottodomini, noti come elemen-

ti finiti. La mesh deve essere consistente con le funzioni di forma utilizzate nelle
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approssimazioni del campo di spostamenti, nonchè con i di libertà del modello stesso.

Nel metodo degli elementi finiti lo spostamento di un qualsiasi nodo della mesh

è un’approssimazione della soluzione reale, che scaturisce dalla seguente espressione

generale:

{u} = [N ]{U e}. (4.1)

Nella (4.1) {u} consiste nel vettore delle componenti di spostamento dei nodi, [N ] è

la matrice delle funzioni di forma, ed {U e} rappresenta il vettore degli spostamenti

incogniti relativi ad un solo elemento finito. Il vettore degli spostamenti nodali {U}
dell’intera struttura assembla i vettori {U e} di tutti gli elementi finiti costituenti la

mesh. Nei problemi bidimensionali ad n nodi le componenti del vettore {U e} sono 2n,

mentre diventano 3n nei problemi tridimensionali. Gli spostamenti nodali permettono

di risalire alle componenti di deformazioni ({ε}), calcolate applicando la matrice degli

operatori differenziali [D] e passando per le funzioni di forma:

{ε} = [D][N ]{U e}, (4.2)

mentre le corrispondenti tensioni ({σ}) sono legate alle deformazioni dalla matrice di

legame ([C]):

{σ} = [C]{ε}. (4.3)

É importante notare che, nell’ambito delle teorie del danenggiamento, la matrice

di legame ([C]) è strettamente dipedente dallo stato attuale del materiale e quindi

dal campo degli spostamenti {u}.
La forma matriciale, globale delle equazioni di equilibrio, scaturisce dal principio

dei lavori virtuali, ed ha la forma riportata di seguito:

∑

elementi

∫

Ve

[N ]T [D]T [C][D][N ]{U e} = {F}, (4.4)

nella quale {F} è il vettore dei carichi nodali applicati alla struttura. Pertanto con

il metodo degli elementi finiti sono possibili soluzioni numeriche in termini di spo-

stamenti, ottenibili attraverso l’equazione di equilibrio globale (4.4) unitamente alle

condizioni iniziali e al contorno. L’equazione di compatibilità (4.2) permette la valu-

tazione dello stato di deformazione, e l’equazione costitutiva (4.3) consente il calcolo

dello stato tensionale su ciascun elemento finito.

Essenzialmente in letteratura esistono due approcci allo studio del danneggiamen-

to, che consentono altrettanti tipi di modellazioni numeriche:

• le analisi disaccoppiate;

• le analisi accoppiate.
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4.1.1 Approccio disaccoppiato

Con l’approccio disaccoppiato il calcolo prevede un’analisi strutturale classica,

nella quale la valutazione del danneggiamento non risulta contestuale al calcolo delle

deformazioni, ma avviene in fase di post-processing, e dipende dai risultati dell’analisi.

Verosimilmente a valle di un classico calcolo elastico, elasto-plastico o elasto-visco-

plastico, sono valutate le quantità specifiche per il postprocessing, come l’energia

di deformazione, l’energia di rilascio e le deformazioni plastiche al variare del tem-

po. Successivamente la legge di evoluzione del danneggiamento è valutata attraverso

un’integrazione nel tempo, che consente di stimare anche l’istante ed il carico corri-

spondenti al danneggiamento critico. Questo metodo è applicabile sia in condizioni di

carico monotone che cicliche. Varianti di tale approccio consentano l’integrazione del-

la funzione di danneggiamento nel tempo per modelli di danneggiamento isotropo ed

anisotropo. Inoltre la possibilità di valutare separatamente l’energia di deformazione,

in funzione degli stati tensionali di trazione e di compressione, permette l’integra-

zione della legge di degradazione tenendo conto anche degli effetti di chiusura dei

microdifetti.

Nelle analisi disaccoppiate in ambito elasto-plastico o elasto-visco-plastico classico,

l’integrazione della legge di danneggiamento è espressa in funzione delle deformazioni

plastiche totali o del numero di cicli di carico nel caso delle applicazioni riguardanti

la fatica. In questo caso le possibili scelte per l’integrazione sono due. Per rendere

il calcolo veloce si può effettuare la stima del danneggiamento soltanto nel punto

in cui agisce il carico massimo. In questo caso si ammette implicitamente che il

danneggiamento più elevato si verifica in corrispondenza del punto di applicazione

del carico massimo. La seconda possibilità permette di estendere la procedura a tutti

i punti di Gauss della struttura. In questo caso esiste il vantaggio di ottenere una

mappa del campo di danneggiamento, e contestualmente lo svantaggio dovuto a tempi

di calcolo molto lunghi.

I metodi afferenti all’approccio disaccoppiato si possono applicare addirittura ai

casi di plasticità localizzata. In questo ambito le tensioni e le deformazioni dell’intera

struttura sono calcolati nel post-processing di un’analisi elastica. I benefici di questa

procedura permettono una riduzione dei tempi di calcolo nonchè la possibilità di uti-

lizzare i legami lineari per ottenere i campi di tensione a partire dalle deformazioni

relative a varie condizioni di carico. In questo caso, essendo l’analisi eseguita in ambito

elastico i risultati dipendono dal modulo di Young e del coefficiente di Poisson. Anche

le quantità necessarie all’integrazione della legge temporale del danneggiamento sono

valutate in fase di post-processing. In particolare alcune quantità tipiche di un’analisi
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in ambito plastico, come la deformazione plastica totale, derivano da un’equivalenza

energetica effettuata nei punti di concentrazione delle tensioni. Il danneggiamento

valutato in fase di post-processsing di un’analisi elastica risulta parzialmente gover-

nato da stati di tensione triassiali, che vengono valutati differentemente, utilizzando

procedimenti noti in funzione del problema in esame.

Algoritmi specifici permettono di estendere la procedura disaccoppiata ai casi di

analisi in presenza di fatica. In questo caso, un calcolo al passo per carichi periodici

richiederebbe tempi di analisi proibitivi. Pertanto si adottano metodi semplificati,

che permettono di saltare un certo numero di cicli. I calcoli prevedono l’esecuzione

di analisi iterative fino alla formazione del primo danneggiamento. Per ognuna di

queste analisi si calcola il ciclo di stabilizzazione, in corrispondenza del quale sono

valutati i patametri necessari all’iterazione successiva. Nell’istante in cui si verifica il

danneggiamento i parametri sono calcolati iterativamente, considerando il valore del

danneggiamento costante per ogni ciclo di stabilizzazione.

4.1.2 Approccio accoppiato

Quando sono richieste analisi accurate, nonchè in presenza di forti accoppiamenti

tra deformazioni e danneggiamento, si rendono necessarie le analisi accoppiate, che

consentono una stima accurata degli effetti viscosi, plastici, e del danneggiamento. In

questi casi, per effetto dei fenomeni di ridistribuzione, i valori delle tensioni crescono

rapidamente e contestualmente al danneggiamento, accelerando la crisi progressiva

del materiale e quindi della struttura. Il problema si affronta con codici di calcolo

numerico avanzati, e le forti non linearità richiedono l’uso di algoritmi specifici, che

risultano computazionalmente onerosi, e i risultati dipendono dalla mesh utilizzata.

In questi casi le procedure di soluzione richiedono metodi iterativi, come quello di

Newton-Raphson, nel quali si fa uso del concetto di matrice di rigidezza tangente,

rappresentabile come degradazione della matrice elastica iniziale. Le procedure ite-

rative consistono nella risoluzione delle equazioni di equilibrio in ciascun istante di

riferimento pseudotemporale. Si ricava inizialmente la soluzione elastica del proble-

ma, utilizzando come matrice tangente consistente la matrice di rigidezza elastica

effettiva. Successivamente si tiene conto delle leggi di stato e delle leggi di evolu-

zione attraverso un opportuno fattore correttivo, che viene applicato iterativamente

fino al raggiungimento di una condizione di convergenza assegnata. Dopo ogni ite-

razione vengono aggiornati lo stato di deformazione totale, le deformazioni elastiche

e le deformazioni plastiche, lo stato tensionale, le variabili termodinamiche interne,

il danneggiamento e la matrice di rigidezza tangente. Le equazione costitutive sono
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integrate attraverso una procedura locale in corrispondenza dei punti di Gauss della

stuttura. Inoltre le leggi di evoluzione delle variabili interne sono derivate applicando

la regola di normalità al potenziale totale, che deve tenere conto del criterio di snerva-

mento, dell’hardening cinematico e dell’evoluzione del danneggiamento. In presenza

di matrici di rigidezza tangenti non simmetriche la soluzione si ottiene con solutori

specifici. In generale la complessità dei calcoli, afferenti ad un approccio accoppiato,

richiede l’implementazione di opportune subroutines di personalizzazione, realizzate

all’interno di codici di calcolo dall’architettura estendibile.

I fenomeni di instabilità numerica, dovuti al comportamento fortemente non li-

neare di alcuni materiali richiedono il ricorso agli schemi impliciti. I modelli impliciti

permettono, ad esempio, di scambiare i modelli plastici, usati per simulazioni in pre-

senza di basse temperature, con i modelli viscoplastici, utilizzati invece nelle simula-

zioni di condizioni di temperatura elevate. I modelli impliciti prevedono la risoluzione

di un sistema di equazioni non lineari, accoppiate nelle variabili interne del problema.

Sistemi di equazioni di questo tipo sono discretizzati nel tempo, e risolvibili con il

cosiddetto metodo ϑ, che prevede una soluzione parametrizzata per valori del tempo

compresi in un dato intervallo discreto.

Soluzioni specifiche per gli approcci accoppiati tengono conto degli effetti di chiu-

sura di microdifetti. In tal caso un opportuno parametro materiale contribuisce a

separare gli stati tensionali di trazione dagli stati tensionali di compressione. An-

che nel caso di approcci accoppiati è utilizzabile il metodo ϑ per le procedure di

integrazione.

I risultatti di un’analisi accoppiata consentono di risalire ai valori di spostamento

nodale per ciascun incremento di carico, mentre in corrispondenza di ogni punto di

Gauss sono valutate le tensioni, e le variabili di stato interne, tra cui il danneggiamen-

to. In generale il processo di fessurazione inizia quando il dannggiamento raggiunge il

valore critico Dc, a partire dal quale le analisi sono conducibili in vari modo. I calcoli

possono essere interrotti in corrispondenza dei punti di localizzazione del danneggia-

mento, oppure le analisi possono proseguire, utilizzando una mesh con dimensione

degli elementi finiti particolareggiata per la zona di localizzazione. In questo caso

sono possibili informazioni riguardanti la progressione della frattura in corrispon-

denza delle fasi di carico successive. Soluzioni di questo tipo dipendono fortemente

dalla particolare mesh utilizzata e richiedono analisi di convergenza. Classi partico-

lari di elementi finiti, arricchiti da funzioni, che tengono conto di discontinuità negli

spostamenti, sono utilizzabili per rendere la direzione di propagazione della frattura

indipendente dalla mesh utiizzata.
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4.2 Algoritmo di soluzione

La procedura di soluzione, adottata nel modello agli elementi finiti implementato

nell’ambito di questa tesi, fa uso delle equazioni costitutive ed evolutive, già discusse

nel capitolo 3, basandosi sull’approccio accoppiato tra danneggiamento e plasticità.

Le equazioni costitutive utilizzate sono richiamate di seguito:

EQUAZIONI COSTITUTIVE

σ = −∂ψ
∂ε

= Ē
˜

: (ε − εp); (4.5a)

σ̄ = M
˜

σ =
σ

(1 −D)
; (4.5b)

Y = − ∂ψ

∂D
= −1

2
(ε − εp) :

∂Ē
˜

∂D
: (ε − εp); (4.5c)

R = −∂ψ
∂p

= Kp · p; (4.5d)

γ = −∂ψ
∂δ

= Kd · δ. (4.5e)

DOMINIO DI DANNEGGIAMENTO E PLASTICITA’

gd = Y − (γ + γ0); (4.6a)

gp =
σ̄2

1

F 2
1

− σ̄1 · σ̄2

F 2
1

+
σ̄2

2

F 2
2

+
σ̄2

12

F 2
12

− (R +R0). (4.6b)

Nelle (4.6a), (4.6b) le espressioni di γ ed R sono espresse rispettivamente dalle equa-

zioni (4.5e), (4.5d).

LEGGI DI EVOLUZIONE

δ̇ = λ̇d ∂g
d

∂γ
; Ḋ = λ̇d ∂g

d

∂Y
; (4.7a)

ṗ = λ̇p∂g
p

∂R
; ¯̇εp = λ̇p∂g

p

∂σ̄
. (4.7b)
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Il modello utilizzato, per ogni incremento di carico, segue una procedura di integra-

zione locale delle equazioni differenziali, facendo uso di un algoritmo che, attraverso

le condizioni di consistenza e la regola di normalità, consente di scrivere un sistema

di equazioni nelle incognite λ̇d, λ̇p. Successivamente, le equazioni di evoluzione hanno

consentito di aggiornare le variabili cinematiche di danneggiamento e di plasticità.

La soluzione delle equazioni (4.5) - (4.7) per un dato valore di deformazione totale

ε dipende dai valori attuali ed incrementali delle variabili di stato. Partendo da uno

stato termodinamico equilibrato, si suppone che l’incremento di deformazione sia pu-

ramente elastico. Le condizioni di consistenza sono scritte considerando la variazioni

dei domini di danneggiamento e di plasticità in funzione delle forze coniugate, asso-

ciate alle variabili cinematiche. Successivamente l’incremento di deformazione totale

è diviso in una parte elastica ed una plastica e la rigidezza è ridotta in funzione dei

contributi di danneggiamento e di plasticità. In particolare partendo da uno stato

equilibrato generico n, che soddisfa le equazioni:

gd
n(Y, γ) ≤ 0 gp

n(σ, R) ≤ 0, (4.8)

la soluzione termodinamica, al passo successivo n + 1, è ottenuta considerando l’in-

tero incremento di deformazione dε puramente elastico. Le corrispondenti equazioni

evolutive del problema, in funzione della soluzione equilibrata al passo n, assumono

la seguente espressione:

εn+1 = εn + dε; (4.9)

εe
n+1 = εe

n + dε; (4.10)

σn+1 = σn + Ē
˜

: dε; (4.11)

σ̄n+1 =
σn+1

(1 −Dn)
; (4.12)

Yn+1 = f(εn+1, εp
n, Dn); (4.13)

γn+1 = f(δn); (4.14)

Rn+1 = f(pn); (4.15)

Dn+1 = Dn; (4.16)

δp
n+1 = δp

n; (4.17)

εp
n+1 = εp

n; (4.18)

pn+1 = pn; . (4.19)
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In generale si possono verificare quattro diverse condizioni:

gd ≥ 0; gp ≥ 0; (4.20)

gd < 0; gp ≥ 0; (4.21)

gd ≥ 0; gp < 0; (4.22)

gd < 0; gp < 0, (4.23)

corrispondenti ad altrettante diverse situazioni di espansione contemporanea o in-

dividuale dei domini di danneggiamento e plasticità. Con il verificarsi della (4.23)

il materiale non subisce gli effetti del danneggiamento e della plasticità, ma rima-

ne all’interno di uno stato puramente elastico. Lo stato finale del materiale deve,

necessariamente, soddisfare le seguenti condizioni al contorno di evoluzione:

λ̇d ≥ 0 λ̇d · gd(Yn+1, γn+1) ≤ 0 gd(Yn+1, γn+1) ≤ 0; (4.24)

λ̇p ≥ 0 λ̇p · gp(σ̄n+1, Rn+1) ≤ 0 gp(σ̄n+1, Rn+1) ≤ 0. (4.25)

Per ciascun incremento di deformazione sono calcolati i moltiplicatori Lagrangiani

λ̇d e λ̇p attravero un’approssimazione al primo ordine delle funzioni gd e gp, che

permette di scrivere le condizioni di consistenza λ̇d = λ̇p = 0 relative alla condizione

di equilibrio n + 1:

gd
n+1 =

∂gd

∂Y
Ẏ +

∂gd

∂γ
γ̇ = 0; (4.26)

gp
n+1 =

∂gp

∂σ̄
˙̄σ+

∂gp

∂R
Ṙ = 0. (4.27)

Gli incrementi delle forze termodinamiche (Y, γ, σ̄, R) si possono esprimere in

modo univoco attraverso i moltiplicatori di danneggiamento e di plasticità λ̇d e λ̇p.

In particolare, partendo da uno stato equilibrato n, ed utilizzando le equazioni co-

stitutive (4.5) e le leggi di evoluzione (4.7), gli incrementi Ẏ , γ̇, ˙̄σ, Ṙ si esprimono

come:

Ẏ =
∂Y

∂D
Ḋ +

∂Y

∂ε
ε̇ +

∂Y

∂εp
ε̇p

=
∂Y

∂D
Ḋ +

∂Y

∂ε
ε̇ +

1

1 −D

∂Y

∂εp

∂gp

∂σ̄
λ̇p;

(4.28)

γ̇ =
∂γ

∂δ

∂gd

∂γ
λ̇p; (4.29)
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˙̄σ =
∂σ̄

∂ε
ε̇ +

∂σ̄

∂εp
ε̇p +

∂σ̄

∂D
Ḋ

=
1

1 −D

∂σ

∂ε
ε̇ +

1

(1 −D)2

∂σ

∂εp

∂gp

∂σ̄
λ̇p +

∂

∂

( σ

1 −D

) ∂gd

∂Y
λ̇d;

(4.30)

Ṙ =
∂R

∂p

∂gp

∂R
λ̇p. (4.31)

Attraverso le condizioni di consistenza le equazioni (4.28) - (4.31) permettono di

calcolare i moltiplicatori lagrangiani λ̇d, λ̇p per mezzo di un sistema di due equazioni

in due incognite: [
λ̇d

λ̇p

]
=

1

∆

[
a11 a12

a21 a22

] [
−b11

−b22

]
. (4.32)

I termini della (4.32) sono i seguenti:

a11 =
∂gd

∂Y

∂Y

∂D

∂gd

∂Y
+
∂gd

∂γ

∂γ

∂δ

∂gd

∂γ
(4.33a)

a12 =
1

(1 −D)

∂gd

∂Y

∂Y

∂εp

∂gp

σ̄
(4.33b)

b11 = gd
0 +

∂gd

∂Y

∂Y

∂ε
ε̇ (4.33c)

a21 =
∂gp

∂σ̄

∂

∂D

( σ

1 −D

) ∂gd

∂Y
(4.33d)

a22 =
1

(1 −D)2

∂gp

∂σ̄

∂σ

∂εp

∂gp

∂σ̄
+
∂gp

∂R

∂R

∂p

∂gp

∂R
(4.33e)

b22 = gp
0 +

1

(1 −D)

∂gp

∂σ̄

∂σ

∂ε
ε̇ (4.33f)

Il termine ∆ rappresenta il determinante della matrice dei coefficienti:

∆ =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a21 · a12. (4.34)

La soluzione (4.32) corrisponde ad una espansione contemporanea dei domini di

danneggiamento e di plasticità. Come casi particolari si possono verificare situazioni

in cui l’espansione dei suddetti domini avviene in maniera disaccoppiata. Verosimil-

mente qualora ad un generico passo di carico l’incremento di deformazione totale de-

termini l’espansione del solo dominio di danneggiamento, la soluzione locale, espressa

in termini dei moltiplicatori lagrangiani è la seguente:

λ̇d =
−b11

a11

λ̇p = 0.

(4.35)
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Qualora, invece l’incremento di deformazione totale determini l’espansione del solo

dominio di plasticità, la soluzione è la seguente:

λ̇d = 0

λ̇p =
−b22

a22
.

(4.36)

Le soluzioni (4.32), (4.35), (4.36) rappresentano un ritorno in fase elastica nella di-

rezione normale al punto considerato, e descritta dal vettore gradiente corrispondente

ai potenziali di evoluzione.

4.3 Implementazione agli elementi finiti

Le simulazioni numeriche hanno richiesto l’implementazione delle equazioni de-

scritte nel paragrafo precedente per mezzo delle subroutines di customizzazione di

un software commerciale agli elementi finiti. Tutte le simulazioni sono state eseguite

utilizzando il codice agli elementi finiti ANSYS 10.0. Il software ANSYS possiede

un’architettura aperta, che permette ampie estensioni e personalizzazioni, attraverso

la creazione e l’implementazione di elementi finiti particolarizzati e modelli di com-

portamento dei materiali specifici. Per le implementazioni il linguaggio di program-

mazione richiesto è stato il FORTRAN, anche se alcuni pacchetti speciali consentono

di creare un link con ambienti di sviluppo che lavorano nel linguaggio C++.

I numerosi operatori differenziali, nonchè i prodotti scalari ed i prodotti tra matrici

e vettori nelle equazioni del modello (4.5) - (4.33) hanno richiesto un’implementazione

indiretta. In particolare con il software MAPLE sono state effettuate tutte le ope-

razioni matematiche necessarie per esplicitare le equazioni del modello (4.5) - (4.33).

Un’utilissima caratteristica di MAPLE, sfruttata in questo contesto, è stata la possi-

bilità di esportare i risultati delle operazioni nella sintassi del linguaggio FORTRAN,

per poi utilizzarle nelle istruzioni richieste dalle procedure proprie di ANSYS.

L’algoritmo di soluzione è risultato costituito da un codice principale (main) e da

un certo numero si subroutines, chiamate di volta in volta attraverso le istruzioni del

main. Il diagramma di flusso, riportato in figura 4.1, schematizza il codice principale

dell’algoritmo.

Le analisi sono state eseguite utilizzando uno schema di soluzione che per ogni

istante di riferimento pseudotemporale ha previsto un incremento di deformazione

coerente con le condizioni al contorno del modello. Per ognuno di tali incrementi di

deformazione sono stati eseguiti i passi previsti dall’algoritmo.
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La prima parte delle istruzioni ha consistito nella dichiarazione di tutte le variabili

necessarie, utilizzando la sintassi del FORTRAN. A seconda delle esigenze, le varia-

bili sono state opportunamente definite come interi, reali o come array ad una o più

dimensioni. I parametri materiali, il valore numerico del danneggiamento critico, ed i

parametri necessari a definire le superfici di danneggiamento e di plasticità sono stati

assegnati da un file di input esterno, pertanto la loro dichiarazione ha osservato la

sintassi necessaria per il collegamento con l’input. Mediante opportune assegnazio-

ni, le variabili interne sono state allocate nelle celle di memoria riservate da ANSYS

alle variabili di stato. Coerentemente con l’ipotesi di stato piano di tensione, ed

utilizzando una rappresentazione in forma contratta all’interno della procedura im-

plementata in MAPLE, sono state definite le matrici associate al tensore di elasticità

iniziale ed al tensore di elasticità danneggiato. Alla fase iniziale del codice hanno ap-

partenuto anche le istruzioni di aggiornamento delle componenti di tensione attuale

attraverso i valori correnti della matrice di elasticità danneggiata e dell’incremento di

deformazione totale.

Dopo avere definito l’incremento di deformazione totale, sono stati calcolati i valori

attuali delle superfici di danneggiamento e di plasticità. Le equazioni utilizzate sono

state le (4.6), nelle quali i termini Y , γ, R e le componenti della tensione equivalente

sono stati calcolati assegnando per valore tutti i parametri necessari a delle subrouti-

nes esterne al main. La condizione di espansione attuale è stata riconosciuta per mezzo

di un gruppo di tre istruzioni condizionali, afferenti alle diseguaglianze (4.20) - (4.23).

La condizione di uscita affermativa dalla prima istruzione condizionale corrisponde

ad una espansione contemporanea dei domini di danneggiamento e di plasticità. Essa

richiede il calcolo dei coefficienti (4.33) e la soluzione, in termini dei moltiplicatori di

Lagrange, del sistema (4.32). Entrambi i passaggi sono stati eseguiti per mezzo di

opportune subroutines.

I casi particolari di espansione individuale dei domini di danneggiamento o di pla-

sticità si sono verificati come condizione di uscita positiva da altrettante istruzioni con-

dizionali. Le espressioni (4.35), (4.36) hanno consentito di calcolare le corrispondenti

soluzioni.

La condizione di uscita finale dal gruppo di istruzioni condizionali, coerentemente

con le due diseguaglianze (4.23), è stata quella afferente ad una soluzione locale interna

ai domini di danneggiamento e di plasticità, per la quale il materiale non subisce

deformazioni permanenti nè degradazioni.

Nel caso di espansioni positive i risultati relativi ai moltiplicatori di Lagrange

sono stati utilizzati per aggiornare le variabili di stato, alle quali sono stati sommati

gli incrementi (4.28) - (4.31). Il valore limite superiore del danneggiamento è stato
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Incremento di Deformazione Elastico
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p
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Aggiornamento delle Variabili Interne

Figura 4.1: Diagramma di flusso dell’algoritmo di soluzione.
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assunto pari al danneggiamento critico.

Le ultime operazioni previste per ciascun incremento di deformazione sono state

l’allocazione dei valori delle variabili di stato nella struttura interna di ANSYS e

l’aggiornamento della matrice di rigidezza tangente attraverso la matrice di elasticità

danneggiata.

Tutte le simulazioni sono state eseguite su un modello di lastra bidimensionale,

utilizzando come elemento finito utilizzato lo SHELL181, estratto dalla libreria di

ANSYS.

SHELL181 è un elemento finito bidimensionale, adatto per l’analisi di piastre sot-

tili o di moderato spessore, che si presta bene alla modellazione delle sezioni di lamine

in materiale composito. Si tratta di un elemento finito impiegabile nelle analisi ela-

stica lineare, elastoplastica e non lineare, ammette proprietà di materiale iperelastico

e grandi deformazioni. Nell’analisi elastica lineare il materiale è impiegabile come

isotropo, anisotropo ed elastico lineare ortotropo.

SHELL181 è un elemento finito bidimensionale a quattro nodi con sei gradi di

libertà per ciascun nodo: traslazioni e rotazioni nelle tre direzioni dello spazio. La

matrice di rigidezza dell’elemento è ottenuta attraverso una formulazione variazionale

governata dalla teoria della deformabilità a taglio del primo ordine.

Nel dominio dell’elemento sono ammessi sia l’integrazione esatta che l’integrazione

ridotta ai punti di Gauss.

Inoltre attivando un’opzione specifica lo SHELL181 può essere utilizzato per con-

durre analisi su membrane. In questa circostanza, che è quella utilizzata nell’ambito

di questo lavoro, l’elemento non presenta rigidezza flessionale nè gradi di libertà ro-

tazionali. Per di più in questo caso si utilizza soltanto un punto di integrazione nella

direzione dello spessore. La scelta dell’elemento finito è ricaduta sullo SHELL181

in vista della possibilità di estendere il modello a casi di analisi più complessi, con

carichi agenti in direzione perpendicolare al piano medio della lamina.
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Capitolo 5

Applicazioni e Risultati

5.1 Introduzione

NELLA prima parte di questo capitolo sono illustrati e discussi i risultati delle

prove sperimentali realizzate in laboratorio. Opportune prove meccaniche sono state

eseguite su campioni di materiale composito PA66, ed i relativi dati sono stati succes-

sivamente elaborati con la tecnica della correlazione delle immagini digitali. Vengono

esposti i risultati afferenti ai fenomeni di localizzazione ed alla misura delle principali

grandezze cinematiche sul dominio monitorato. Nella prima parte sono altres̀ı illu-

strati e discussi i risultati afferenti all’applicazione del metodo inverso, illustrato nel

capitolo 2. In tale ambito si è ipotizzato un comportamento isotropo da parte del

materiale PA66, pertanto viene discussa l’identificazione del modulo di Young e del

coefficiente di Poisson iniziali del materiale. Nello stesso contesto è stato stimato il

danneggiamento subito dal materiale. Questa prima parte del lavoro è stata svolta in

Francia presso il gruppo di ricerca di Thermomécanique des Matériaux del Laboratoire

de Mécanique et Génie Civil dell’Università di Montpellier II. Tale equipe di ricerca

appartiene al gruppo di ricerca francese in “Mesures de Champs et Identification en

Mécanique des Solides” e si occupa da diversi anni dell’identificazione dei parametri

costitutivi termomeccanici dei materiali.

Nella seconda parte del capitolo sono illustarti e discussi i risultati relativi alla

convalidazione del metodo numerico implementato nell’ambito di un contesto agli

elementi finiti. In questo ambito i risultati numerici sono stati confrontati con quelli

provenienti dalle prove sperimentali.
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Figura 5.1: Geometria e dimensioni in millimetri dei provini.

5.2 Applicazioni sperimentali

Le prove sperimentali sono state realizzate in condizioni standard. Gli strumenti

utilizzati sono stati: una macchina servoidraulica per prove di trazione ed una camera

C.C.D.. La macchina servoidraulica ha applicato i carichi in condizioni quasi statiche,

ed a velocità di deformazione costante sui provini in materiale composito PA66. In

figura 5.1 sono riportate la forma geometrica e le dimensioni dei provini testati, si

osservano le due estremità rialzate ed una fascia centrale più sottile, di dimensioni

pari a 9.99mm per 80mm. I rialzi estremi sono stati raccordati alla zona centrale

con degli archi di cerchio, che hanno permesso una ripartizione continua degli sforzi.

Le due zone di estremità sono state ammorsate all’interno delle mordacchie della

macchina servoidraulica, per l’applicazione dei carichi. Le superfici dei provini sono

state preventivamente trattate, per produrre le immagini granulari. A tal fine su un

primo strato uniforme di vernice nera è stato applicato un secondo strato irregolare

e non uniforme di vernice bianca. La camera C.C.D., dotata di microscopio a lunga

distanza ha monitorato i cambiamenti di configurazione su una superficie lievemente

ridotta della zona centrale.

Le condizioni di carico, realizzate nel corso delle prove, sono state di trazione

uniassiale. Questa tipo di prova è la più semplice e tecnicamente preferibile per la

valutazione delle caratteristiche meccaniche e di resistenza. I provini sono stati portati

a rottura attraverso due tipi di prove:
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C.C.D.

F(t)

Superficie 
Monitorata

Immagine 
granulare

Figura 5.2: Acquisizione dei dati durante le prove.

• prova di trazione monotona,

• prova ciclica uniassiale.

In entrambe le prove lo spostamento della traversa mobile è avvenuto alla velocità co-

stante di vT = 0.04mm/sec. Le immagini acquisite hanno monitorato i cambiamenti

di configurazione dei provini a partire dal primo istante di applicazione del carico, e

fino alla completa rottura del provino stesso. In particolare, durante la prova mono-

tona sono state acquisite 413 immagini con una frequenza di 2 sec−1 , mentre nel corso

della prova ciclica sono state registrate 570 mmagini con una frequenza di 1 sec−1 .

In figura 5.2 si riporta schematicamente il sistema di acquisizione dei dati utilizza-

to per le prove di laboratorio. Le prove sono state pilotate da due calcolatori esterni

appositamente programmati. Il primo dei due, collegato alla macchina servoidrauli-

ca, ha gestito l’esecuzione e la registrazione dei dati di carico con una frequenza di

10 sec−1 . Il secondo calcolatore ha registrato i dati acquisiti dalla camera C.C.D..

Di seguito si illustrano i risultati ottenuti in termini di diagramma tensione de-

formazione, cercando di discutere le condizioni che si verificano su tali diagrammi

in corrispondenza dei fenomeni di localizzazione. In questo modo si ipotizza, impli-

citamente, che i meccanismi di localizzazione siano riconoscibili anche attraverso il

diagramma tensione-deformazione. Alcune grandezze cinematiche verranno illustrate

e discusse in corrispondenza delle zone di localizzazione. Inoltre con il metodo di cor-

relazione sulle immagini granulari verranno distinte le zone caratterizzate da deboli

o accentuate eterogeneità.

Le curve trazione tensione-deformazione sono state tracciate utilizzando i dati di
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carico, trasmessi dalla macchina da prova, nonchè i dati di spostamento, ottenuti per

correlazione. Con questi dati sono state calcolate le grandezze utili a rappresentare la

risposta macroscopica del provino in corrispondenza di diverse zone di osservazione.

Le curve tensione deformazione sono state espresse in termini della deformazione

longitudinale di Hencky e della tensione longitudinale di Kirchhoff (equazione (1.29)):





J TY =
F (t)

S0

expεLH

εLH = ln
( ∆L

Lgauge
0

)
.

(5.1)

Nella (5.1) Lgauge
0 rappresenta la lunghezza iniziale di una estensometro ottico, ∆L è

l’allungamento subito dall’estensometro, ed F (t) è il carico applicato dalla macchina,

la cui intensità è funzione del tempo t. La tecnica di correlazione delle immagini

digitali, applicata nell’ambito di questo lavoro, ha permesso di misurare i campi di

deformazione su tutte le parti utili del provino. Pertanto se la deformazione è supposta

omogenea su una sezione, e se lo stato di tensione è uniassiale, si possono tracciare

le evoluzioni della tensione e della deformazione su tutta la lunghezza del provino.

Inoltre per uno stesso campione si possono tracciare tante curve di trazione quanti

sono i punti di misura. Ad esempio, in figura 5.3 è stato messo in evidenza un punto

M , disposto sull’asse del provino, per tale punto sono misurate le deformazioni nei

vari istanti di tempo di durata della prova, e le corrispondenti tensioni sono calcolate

attraverso la prima equazione delle (5.1). Diventa pertanto possibile tracciare la curva

y

x
M(0,y,t)

σ εLH

σ

εLH

M

Figura 5.3: Diagrammi locali tensione-deformazione.

locale tensione deformazione. Questo procedimento può essere eseguito per ciascun

punto arbitrario dell’asse del provino.
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Nel capitolo 1 abbiamo già osservato che la tecnica di correlazione delle immagini

digitali fornisce una grande quantità di informazioni utili. Una possibilità di illustrare

i dati in maniera concisa è quella di illustrare l’evoluzione temporale dei profili scalari

afferenti all’asse longitudinale del provino. Tali quantità scalari possono anche essere

le componenti di un tensore. Sui grafici, che verranno di seguito presentati, è sovrap-

posto il classico diagramma tensione convenzionale - deformazione convenzionale. In

questo modo i risultati dispongono di un utile riferimento per la lettura dei dati,

che risultano correlati punto per punto al carico agente. La tensione convenzionale è

definita come:

σC =
F (t)

S0
, (5.2)

in cui F (t) è il carico agente nell’istante di tempo t, ed S0 è l’area della sezione trasver-

sale iniziale del provino. Inoltre, indicando con L ed L0 rispettivamente le lunghezze

iniziale e corrente dell’estensometro ottico virtuale, la deformazione convenzionale si

può scrivere come:

εC =
L− L0

L0
. (5.3)

5.2.1 Costruzione dello stato di tensione locale

Lo stato tensionale locale è stato costruito utilizzando le equazioni indefinite di

equilibrio della statica dei corpi continui.

É stato verificato che l’ordine di grandezza dell’intensità delle accelerazioni è tra-

scurabile rispetto all’accelerazione di gravità g [Chrysochoos et al., 2000], che è clas-

sicamente trascurata nelle prove di trazione quasi-statiche. La figura 5.4 mostra la

distribuzione spazio - temporale della componente di accelerazione nella direzione lon-

gitudinale del provino (γx). Osservando la figura 5.4 si nota che la prova viene eseguita

in condizioni quasi statiche per tutta la sua durata. Valori localizzati di accelerazioni

positive si osservano nei primi istanti di applicazione del carico, nei quali è possibile

un iniziale scivolamento dell’estremità del provino dalla mordacchia superiore. La

sezione di rottura è caratterizzata da un’accelerazione nulla. Negli ultimi istanti la

parte del provino sottostante la sezione di rottura è caratterizzata da accelerazioni

positive, sintomatiche dell’inizio della frattura. Il valore massimo di accelerazione

misurato è prossimo a 0.03 pixels/sec2, che corrisponde a 7.8 ·10−4 mm/sec2, e che

giustifica l’ipotesi di staticità della prova.

La scrittura delle equazioni indefinite di equilibrio è stata semplificata dall’ipotesi

di stato piano di tensione. All’interno di un sistema di riferimento Euleriano la

123



Applicazioni e Risultati

tempo (n.ro immagini)

A
ss

e 
Y

 (
pi

xe
ls

)

50 100 150 200 250 300 350 400

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500 −0.015

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

σC

γ
y

Figura 5.4: Evoluzione spazio-temporale di γx(0, y, t).

scrittura delle equazioni di equilibrio è la seguente:




∂σxx(x, y, t)

∂x
+
∂σxy(x, y, t)

∂y
= 0

∂σxy(x, y, t)

∂x
+
∂σyy(x, y, t)

∂y
= 0

, (5.4)

in esso le variabili indipendenti x ed y sono le coordinate del sistema di riferimento

piano, e la variabile t indica la dipendenza dal tempo delle componenti di tensione.

Prima di discutere l’integrazione del sistema (5.4) bisogna fare due ipotesi. Con la

prima ipotesi si ammette che in ogni sezione trasversale dell’asse y del provino la di-

stribuzione delle componenti di tensione σyy sia uniforme lungo x. In seconda istanza,

assumendo che il materiale sia danneggiabile occorre mettere in conto le variazioni di

volume subite nel corso della trasformazione. A tal fine il determinante del gradiente

della trasformazione si può esprimere in funzione del tensore delle deformazioni di

Hencky:

J =
dv

dV
= exptrε, (5.5)

nella quale dv e dV indicano rispettivamente il volume occupato da una quantità

infinitesima di materia nella configurazione corrente e di riferimento, mentre il termine
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trε rappresenta la traccia del tensore delle deformazioni. Ricordando che la tecnica di

correlazione delle immagini digitali fornisce soltanto le componenti di spostamento e

di deformazione all’interno di un piano, non abbiamo avuto informazioni riguardanti

la componente di deformazione εzz . Tuttavia, osservando la forma della sezione di

rottura del provino in materiale PA66, è stata ritenuta ipotizzabile una componente di

deformazione nella direzione dello spessore uguale alla componente trasversale (εzz =

εxx), che permette di riscrivere l’equazione (5.5) come:

J =
dv

dV
= exp(εyy+2εxx) . (5.6)

Sotto queste due ipotesi l’equazione (1.27) diventa:

σyy(y, t) =
F (t)

S0

· exp−2εxx(y,t) . (5.7)

Nell’equazione (5.7) scompare la dipendenza dalla variabile x perchè, come verrà

illustrato di suguito, la componente di deformazione εxx è approssimativamente indi-

pendente da x. Integrando la seconda equazione del sistema (5.4) si ottiene:

σxy(x, y, t) = 2σyy(y, t)
∂εxx(y, t)

∂y
x+ b(y, t), (5.8)

in cui b(y, t) è una costante di integrazone. Ad eccezione delle sezioni prossime alla

frattura, le componenti di deformazione εxx sono simmetriche rispetto all’asse del

provino. Per forze di taglio pari a zero su ogni sezione trasversale del provino, la

costante b(y, t) si annulla, e la componente mista di tensione diventa:

σxy(x, y, t) = 2σyy(y, t)
∂εxx(y, t)

∂y
x. (5.9)

Integrando la prima equazione del sistema (5.4) si perviene ad una distribuzione

parabolica delle componenti di tensione σxx:

σxx(x, y, t) = σyy(y, t)

(
2
(∂εxx(y, t)

∂y

)2

− ∂2εxx(y, t)

∂y2

)
· x2 + c(x, t). (5.10)

Inoltre poichè il provino è scarico sulle superfici laterali (x = ±l(y, t)/2), la compo-

nente di tensione σxx è pari a zero, pertanto

nx · σ(±l/2, y, t)nx = σxx(±l/2, y, t) = 0, (5.11)
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in cui nx è la normale unitaria in direzione trasversale. Pertanto l’equazione (5.10)

diventa:

σxx(x, y, t) = σyy(y, t)

(
2
(∂εxx(y, t)

∂y

)2

− ∂2εxx(y, t)

∂y2

)( l2
4
− x2

)
. (5.12)

Le tre equazioni (5.7), (5.9), (5.12) sono state utilizzate per stimare numericamen-

te il campo di tensione in ciascun punto della griglia virtuale in cui è nota una misura

di deformazione. Il calcolo puntuale dello stato tensionale attraverso le equazioni

(5.7), (5.9), (5.12) è stato eseguito per mezzo di routine personalizzate, implementate

in ambiente MatLAB.

5.2.2 Prova monotona di trazione

Curve di legame

In figura 5.5 si illustrano alcune curve tensione-deformazione afferenti alla prova

monotona di trazione. Le curve sono sovrapposte e si riferiscono a zone di osser-

vazione diverse tra loro. In particolare la curva M rappresenta la curva di legame

convenzionale costruita a livello della macroscala. Essa è messa a confronto con tre

curve riferite a zone ridotte dell’asse del provino, che rappresentano i legami tensioni

di Cauchy - deformazioni di Hencky. Le curve A e C sono riferite ai punti estremi del

dominio, mentre la curva B si riferisce al punto sulla sezione di rottura.

Riportando tutte le curve sullo stesso grafico, si osserva che la prova si è rivelata

sensibilmente eterogenea. Infatti le curve sono risultate sovrapponibili soltanto fino

ad un livello di tensione inferiore a 40MPa.

Non appena la risposta del materiale diventa eterogenea nella direzione dell’asse,

i legami tensione - deformazione diventano distinguibili tra loro, tuttavia le curve B

e C si conservano sempre sovrapposte. Le tre curve puntuali A, B e C raggiungono

lo stesso valore della tensione massima, con deformazione maggiore sulla sezione di

rottura del provino (ε ≈ 5.2·10−2). Le tre curve locali A, B e C raggiungono lo stesso

livello di massima tensione, pari a circa 150MPa, mentre la curva M , afferente al

legame convenzionale, raggiunge una tensione massima di 143MPa. É interessante

osservare che, in corrispondenza della tensione massima, tutte le curve si attestano

su una tangente orizzontale, che si conserva fino alla rottura del provino. L’assenza

di un ramo decrescente in corrispondenza della rottura è sintomatico dell’assenza

di una strizione significativa nella sezione trasversale. Complessivamente le quattro

curve indicano un comportamento fragile del materiale. Tale prova è stata eseguita

imponendo un incremento di deformazione imposto pari a ε̇imposto ≈ 6.1·10−4 sec−1.
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Figura 5.5: Curve tensione-deformazione su diverse zone di osservazione.
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Analisi dello stato di deformazione

In figura 5.6 si illustra l’evoluzione temporale della distribuzione del profilo longi-

tudinale della deformazione di Hencky.

Il grafico riporta in ascissa la numerazione sequenziale degli istanti di acquisizione

dei dati per mezzo della C.C.D., ed in ordinata la posizione, espressa in pixels, sull’as-

se del provino. Il generico punto di coordinate (t, py) del grafico in figura 5.6 indica

il valore della componente di deformazione εyy nell’istante t della prova, e nel punto

py dell’asse longitudinale. La scala dei colori riportata sulla destra è un riferimento

nella lettura delle deformazioni. Nel grafico è sovrapposta la curva di legame con-

venzionale tensione - deformazione, che consente di individuare il livello di tensione

applicato in ciascun istante di acquisizione. Le deformazioni nella direzione dell’asse

sono omogenee nelle prime trecento immagini acquisite, successivamente comincia a

formarsi una localizzazione in corrispondenza della sezione di rottura, con picco di

deformazione maggiore di 0.05. La sezione di rottura è indicata dalla freccia in nero,

ed è ubicata ad una distanza di 300 pixels dall’estremità superiore del provino.

La figura 5.6 richiama l’attenzione sugli istanti di acquisizione a, b, c, d, corrispon-

denti alle deformazioni convenzionali 0.71%, 2.45%, 3.75% e 4.35% rispettivamente.

Negli istanti anzidetti è stata calcolata e riportata la distribuzione delle componenti

del tensore di deformazione piano di Hencky sul dominio tratteggiato in rosso in fi-

gura 5.7. I risultati sono riportati nelle figure 5.8, 5.9, 5.10, 5.11. Si osserva che, in

x

y

Dominio Monitorato

Figura 5.7: Dominio monitorato sul provino.

ognuno degli istanti monitorati, le componenti εxx e εyy sono all’incirca costanti lungo

la direzione della larghezza del provino. La componente di deformazione εxy rimane

sempre molto piccola rispetto alle componenti εxx ed εyy, pertanto gli assi principali

I e II del tensore di Hencky cambiano di poco durante la trasformazione, e possono

considerarsi coincidenti con gli assi del sistema di riferimento illustrati in figura 5.7.

La figura 5.11 corrisponde ad una deformazione convenzionale del 4.35% e mostra la

formazione di una localizzazione della componente εyy in corrispondenza della sezione

di rottura.

L’esame delle componenti εxx dimostra quanto anticipato nel paragrafo preceden-
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Figura 5.8: Componenti del tensore di deformazione di Hencky per εC = 0.71%.
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te: la componente εxx del tensore delle deformazioni di Hencky risulta indipendente

dalla coordinata cartesiana di riferimento x, rispetto alla quale assume valore co-

stante in ogni sezione del provino. Tale osservazione ha permesso di semplificare

l’integrazione delle equazioni indefinite di equilibrio. Le distribuzioni dei rapporti di
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Figura 5.12: Evoluzione dei rapporti −εxx/εyy (◦) e εxy/εyy (�) lungo l’asse del provino
per due distinti valori della deformazione convenzionale.

contrazione −εxx/εyy e −εxy/εyy lungo l’asse del provino sono illustrate in figura 5.12

relativamente a due diversi valori del carico applicato. Il rapporto −εxx/εyy si può

assumere uguale a circa 0.4. Tale rapporto verrà confermato calcolando il coefficiente

di Poisson attraverso il metodo inverso.

Nell’ambito della stessa prova sperimentale sono state indagate le distribuzioni

nel tempo delle componenti di deformazione di Hencky εxx e εxy afferenti all’asse

longitudinale del provino, i cui risultati sono riportati nelle figure 5.13 e 5.14.

La distribuzione spazio - temporale della εxx si è rivelata, al pari della εyy omo-

genea in ogni istante della prova. Tutte le sezioni d’asse subiscono una contrazione

trasversale, dovuta all’effetto Poisson e rilevata dal valore negativo dei dati di defor-

mazione. Negli ultimi istanti della prova si è riscontrata la formazione di una zona

eterogenea, che si è progressivamente localizzata nella sezione di rottura del campio-

ne. L’ordine di grandezza delle deformazioni trasversali è risultato basso e pari, in

valore assoluto, a meno di un ventesimo della massima deformazione longitudinale

εyy.

L’analoga distribuzione, afferente alla componente di deformazione εxy, è ripor-

tata in figura 5.14. Tale risultato mette in evidenza gli effetti della presenza delle
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fibre corte all’interno del materiale. I valori della εxy rimangono praticamente nulli

per oltre metà della durata della prova. In corrispondenza dell’istante finale si veri-

ficano più localizzazioni concentrate in punti distinti dell’asse. Le zone a maggiore

concentrazione di fibre non risentono di alcun incremento di deformazione trasversa-

le. L’ordine di grandezza massimo delle εxy è di 10−4, e quindi risulta trascurabile

rispetto alle altre due componenti di deformazione.

In definitiva, l’analisi del campo di deformazioni ha messo in luce che la rottura del

provino è avvenuta per allungamento. La contrazione trasversale è risultata omogenea

nella direzione dell’asse, e non si sono verificate strizioni localizzate o fenomeni di

necking. Gli assi principali di deformazione non hanno mutato la loro posizione nel

corso della prova.

Analisi dello stato di tensione

In questa sezione si illustrano alcune stime dello stato tensionale, realizzate per

mezzo delle equazioni (5.7), (5.9), (5.12).
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Figura 5.15: Evoluzione spazio-temporale della tensione di Cauchy σyy sull’asse del
provino.

Il primo grafico è riportato in figura 5.15 ed illustra l’evoluzione temporale della

componente di tensione di Cauchy σyy sull’asse del provino. Si constata immedia-
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Figura 5.16: Componenti del tensore di tensione di Cauchy per εC = 0.71%.
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Figura 5.17: Componenti del tensore di tensione di Cauchy per εC = 4.12%.
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tamente che, per ciascun istante della prova, tale componente di tensione è costante

lungo l’asse. Gli incrementi di tensione sono regolari con gli steps di carico e rag-

giungono un valore massimo dell’ordine dei 145MPa in corrispondenza dell’istante

di rottura. Ulteriori grafici sono riportati nelle figure 5.16, 5.17. Essi mettono in

evidenza la distribuzione delle componenti di tensione σxx, σxy, σyy di Cauchy sulla

superficie monitorata, e si riferiscono a due diversi istanti di carico. In particolare i ri-

sultati delle figure 5.16, 5.17 afferiscono a valori della deformazione convenzionale pari

rispettivamente allo 0.71% ed al 4.12%. Si nota che le tensioni tangenziali σxy sono

approssimativamente dello stesso ordine delle tensioni orizzontali σxx, e che entrambe

tali componenti rimangono piccole rispetto alla tensione longitudinale σyy. Per ogni

sezione dell’asse le componenti σxx e σyy sono costanti lungo la larghezza del provino.

In corrispondenza di una deformazione convenzionale del 4.12% si osservano localiz-

zazioni diffuse di tensioni tangenziali sui bordi del provino. Tali concentrazioni sono

dovute alla geometria del provino e non sono direttamente connesse a deformazioni

localizzate.

Analisi della velocità di deformazione

La tecnica di correlazione delle immagini digitali fornisce un ricco volume di dati,

che adeguatamente rappresentati, forniscono una visione d’insieme su dati cinematici

di ardua determinazione con tecniche sperimentali classiche. Di seguito si propongono

alcuni risultati sul calcolo della velocità di deformazione di Lagrange. Per concentrare

in una sola figura i dati a disposizione, e renderli chiari e leggibili, viene innanzitutto

presentata l’evoluzione temporale della componente di velocità di deformazione sul-

l’asse y del provino: Ėyy(0, y, t). Tale risultato è proposto nell’immagine a sinistra

di figura 5.18, in cui l’asse orizzontale rappresenta il tempo e l’asse verticale rappre-

senta i punti della generatrice del provino, nei quali sono state misurate le velocità

di deformazione. La scala dei colori, riporata sul lato della figura, permette di indi-

viduare i valori numerici della velocità in ogni punto dell’asse e per qualsiasi istante

della prova. La lettura è ulteriormente semplificata dalla sovrapposizione della curva

tensione - deformazione convenzionali, che permette un riferimento immediato allo

step di carico corrente. Nell’immagine a destra, della stessa figura, è rappresenta-

to il profilo delle velocità di deformazione dell’asse del provino, in corrispondenza

di una deformazione convenzionale pari al 4.12% e di una tensione convenzionale di

circa 143MPa. La traccia di tale profilo è indicata con a sull’immagine afferente al-

l’evoluzione temporale della velocità di deformazione, e corrisponde all’immagine di

acquisizione numero 400. Il profilo a mette alla luce la posizione precisa della sezione
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Figura 5.18: Evoluzione della velocità di deformazione Ėyy in sec−1.

di rottura, che corrisponde a 295 pixels di distanza dal bordo superiore del dominio

osservato, e che corrisponde all’incirca alla mezzeria d’asse del provino.

Si osserva che, a valori di velocità di deformazione Ėyy(0, y, t) minori di 4·10−4 sec−1,

e quindi più piccoli della deformazione imposta di 6.1 · 10−4 sec−1 corrisponde una

prova omogenea e priva di localizzazioni. Inoltre è possibile notare come lo sviluppo

della localizzazione avvenga negli istanti finali della prova, mentre i primi incrementi

significativi di velocità di deformazione si verificano negli istanti intermedi.

Un’ulteriore, utile rappresentazione dei risultati relativi alle velocità di deforma-

zione, è quella riportata in figura 5.19. I dati ottenuti sono esposti attraverso delle

curve di livello, dalle quali si evincono ulteriori aspetti della risposta meccanica del

materiale composito PA66. Durante la fase elastica si osserva la formazione di piccole

superfici a velocità di deformazione costante. Esse si espandono fino al raggiungi-

mento del limite lineare sulla curva tensioni - deformazioni convenzionali. A partire

da tale limite si formano delle zone omogenee a tratti, nelle quali la componente di

velocità di deformazione Ėyy è parallela alla generatrice del provino. A partire da un

valore di 1.27 ·10−4 sec−1 si formano delle zone di espansione che, per incrementi di

carico crescenti, convergono verso la sezione di innesco della frattura. Esse giacciono

sulla direzione indicata dalla freccia rossa in figura 5.19. In corrispondenza del picco

tensionale la velocità di deformazione raggiunge i 2.87·10−4 sec−1, e la risposta del ma-
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teriale diventa eterogenea fino al collasso. Una volta raggiunta la tensione convenzio-

nale massima comincia un breve tratto discendente della curva tensioni-deformazioni

convenzionali. Durante questa fase si realizza la concentrazione delle curve di livello

verso la sezione di localizzazione. Nell’istante in cui si verifica la rottura del provino

l’incremento di deformazione raggiunge il picco massimo di 9.56 ·10−4 sec−1.
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Figura 5.19: Curve di livello sull’evoluzione temporale di Ėyy.

Con le figure 5.20, 5.21, 5.22 si presentano le distribuzioni, sulla superficie del

provino, delle componenti di velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy riferite rispet-

tivamente a deformazioni convenzionali dello 0.39%, 2.00% e 4.10%. Si osserva che

in corrispondenza di una deformazione convenzionale dello 0.39% la componente di

trazione è fortemente eterogenea nella direzione longitudinale del provino. In cor-

rispondenza della deformazione convenzionale del 2.00% le prime concentrazioni in

direzione longitudinale appaiono in una zona circostante la mezzeria del provino e

si localizzano progressivamente verso la sezione di rottura in corrispondenza per un

valore della deformazione convenzionale uguale al 4.10%. La distribuzione nel piano

della Ėyy, illustrata in figura 5.22, mette in evidenza la formazione di una sezione di

rottura ortogonale all’asse longitudinale del provino.
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Figura 5.20: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 0.39%.

Si osserva, inoltre, che per ognuno dei livelli di sollecitazione monitorati, e per

ciascuna posizione sull’asse la componente trasversale è costante in direzione x. La

componente Ėxx cresce meno rapidamente di quella longitudinale. Il rapporto tra i

valori assoluti |Ėyy |/|Ėxx| cresce dal valore 2 per εC = 0.39% ad un valore superiore a

4 in corrispondenza di εC = 4.10%. La componente mista Ėxy è sempre di un ordine

di grandezza inferiore alle altre e la sua distribuzione è tutt’al più omogenea nella

direzione dell’asse del provino.

I risultati afferenti al calcolo della velocità di deformazione e dello stato tensionale

sono stati utilizzati per calcolare la velocità di energia di deformazione sull’asse del

provino in vari istanti della prova. Ferma restando l’ipotesi di stato piano di tensione,

la velocità locale dell’energia di deformazione è stata calcolata come:

ẇdef = σxx Ėxx + 2σxy Ėxy + σyy Ėyy. (5.13)

In figura 5.23 si presenta la distribuzione spazio - temporale dell’incremento di energia

di deformazione per ciascun istante della prova. Le curve di livello, osservabili in

figura 5.23, rivelano ancora una volta il progressivo sviluppo della localizzazione,

espresso, questa volta, in termini di energia di deformazione.

L’ultimo risultato, riportato in questo paragrafo, riguarda la stima del modulo di

Young a livello della macroscala, e quindi all’origine della curva tensione - deforma-
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Figura 5.21: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 2.00%.
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Figura 5.22: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 4.10%.
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zioni convenzionali. Il modulo elastico all’origine è stato determinato per mezzo di

una regressione lineare sui moduli tangenti misurati nel dominio elastico del mate-

riale. Tale grandezza è stata calcolata utilizzando i risultati ottenuti dallo studio dei

fenomeni di localizzazione ed elaborandoli per interpolazione ai minimi quadrati nel

piano cartesiano, utilizzando un numero di punti crescenti a partire dall’origine. Il

risultato ottenuto è stato il modulo di Young medio per il materiale. Successivamente

verranno esposti i risultati ottenuti per applicazione del metodo di identificazione in-

verso, e verrà dimostrata la non omogeneità del materiale e la dipendenza del modulo

di Young dal punto di osservazione considerato.
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Figura 5.23: Curve di livello sull’evoluzione temporale di ẇdef .

Per un numero ridotto di punti il risultato dell’identificazione ha risentito dell’e-

levato rapporto rumore/segnale. Aumentando progressivamente il numero dei punti

interpolati ai minimi quadrati l’effetto del rumore si è ridotto rispetto all’intensità

del segnale utile. In figura 5.24 si illustra l’intervallo di stabilizzazione del rapporto

segnale/rumore, cui corrisponde una stima del modulo di Young pari a:

E0medio
= 7840MPa. (5.14)
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Figura 5.24: Stima del modulo di Young iniziale per regressione lineare.

5.2.3 Prova ciclica uniassiale

Curve di legame

Le indagini sperimentali sul materiale PA66 sono state approfondite sottoponendo

un provino della stessa forma e dimensioni riportate in figura 5.1 ad una prova di carico

e scarico uniassiale. Nel corso della prova i picchi di carico raggiunti sono aumentati
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Figura 5.25: Confronto tra curve di legame delle prove monotona e ciclica.

passando da un ciclo al successivo, mentre allo scarico è stata raggiunta sempre una

tensione pari a zero.
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Figura 5.26: Curve tensione-deformazione su diverse zone di osservazione.

In figura 5.25 sono state confrontate le curve di legame convenzionale corrispon-

denti alle prove monotona e ciclica. Si osserva che la curva di legame monotona

inviluppa con un adeguato grado di approssimazione la curva relativa al legame della

prova ciclica. Quest’ultima raggiunge un picco tensionale lievemente maggiore del-

la curva monotona, mentre dalla curva di carico monotona si evince in maniera più

chiara il valore ultimo della deformazione subita dal materiale.

In figura 5.26 sono messe a confronto le curve di legame afferenti a due sezioni

trasversali con la curva di legame tensione deformazione convenzionale M . Sul lato

destro della stessa figura un disegno del provino indica la posizione degli estensometri

ottici virtuali. Si osserva che la risposta del materiale è complessivamente più omo-

genea rispetto al caso della prova di trazione monotona. Dalla figura 5.26 si evince

che le due curve locali, relative ai punti A e B, sono praticamente sovrapposte sui

quattro rami di carico, mentre risultano lievemente distaccate sui rami discendenti

di scarico. Le due curve locali sono inoltre sufficientemente in accordo con la curva

relativa al legame convenzionale afferente alla macroscala. La rottura del provino è

avvenuta dopo che la tensione ha raggiunto il valore massimo di 156MPa.

É interessante osservare che i rami di carico non ripercorrono esattamente i per-

corsi di scarico; questo fenomeno è sintomatico di un comportamento viscoso del

materiale PA66.

I picchi tensionali tra le curve di legame differiscono di una quantità esigua, del-

l’ordine degli 8MPa circa, mentre le due curve locali raggiungono una deformazione
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massima maggiore di 0.02 rispetto alla curva di legame convenzionale. Anche la prova

ciclica, al pari della prova monotona, è stata eseguita imponendo un incremento di

deformazione imposto pari a ε̇imposto ≈ 6.1·10−4 sec−1.

Sono state stimate le deformazioni plastiche residue dei rami di scarico relative

alle curve riportate in figura 5.26. I relativi valori riportati di seguito:

primo ramo di scarico: εI
p = 4·10−4 ;

secondo ramo di scarico: εII
p = 1·10−3 ;

terzo ramo di scarico: εIII
p = 4·10−3 .

Analisi dello stato di deformazione

I prossimi risultati illustrano i dati delle misure di deformazione calcolate nel corso

della prova ciclica. Il primo grafico, riportato in 5.27, illustra lo sviluppo temporale

della componente di deformazione εyy nei vari punti dell’asse del provino.
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Figura 5.27: Evoluzione spazio-temporale della deformazione di Hencky εyy .

Trattandosi di una prova di carico ciclica, per avere un riferimento adeguato sul

grafico, è stata sovrapposta la curva tensione convenzionale - tempo di acquisizione

dei dati. La figura mostra gli incrementi di deformazione durante i quattro rami di
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carico, e le corrispondenti riduzioni relative ai rami di scarico. Il filtering dei dati

restituisce una risposta omogenea dei punti dell’asse del provino in ciascun istante di

acquisizione. I valori di deformazione massima sono stati ottenuti in corrispondenza

del picco dell’ultimo ramo di carico, dove si osserva l’acuirsi della deformazione in

un numero finito di punti di localizzazione. La concentrazione delle localizzazioni è

avvenuta durante una breve fase decrescente dell’ultimo ramo di carico, che indica una

riduzione della sezione trasversale. Coerentemente con quanto riportato in figura 5.26

il valore di deformazione massimo raggiunto supera lo 0.04.

I segmenti di linea tratteggiati, ed indicati con rispettivamente con a, b e c, in-

dicano tre istanti di acquisizione in corrispondenza dei quali è stata approfondita

l’indagine sulle componenti piane di deformazione. I valori di deformazione conven-

zionale, corrispondenti ai segmenti a, b e c, sono rispettivamente del 2.66%, 0.40%

e 4.05%. Le componenti di deformazione di Hencky sul dominio monitorato sono

riportate nelle figure 5.28, 5.29, 5.30.

La figura 5.28 riporta i risultati afferenti al primo picco di carico, in corrispondenza

del quale la deformazione convenzionale assume il valore del 2.66%. Si osserva che le
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Figura 5.28: Componenti del tensore di deformazione di Hencky per εC = 2.66%.

componenti di deformazione trasversale εxx e longitudinale εyy sono all’incirca costanti

lungo la larghezza del provino. La componente di deformazione mista εxy è di un
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Figura 5.29: Componenti del tensore di deformazione di Hencky per εC = 0.40%.
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Figura 5.30: Componenti del tensore di deformazione di Hencky per εC = 4.05%.
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ordine di grandezza inferiore rispetto alle precedenti.

Le componenti di deformazione, riportate in figura 5.29, corrispondono ad una

deformazione convenzionale εC = 0.40%, ed illustrano le componenti di deformazioni

plastica residua prima dell’ultimo ramo di carico. Le componenti miste di defor-

mazione rimangono di un ordine di grandezza inferiore rispetto alle altre due. La

distribuzione piana delle deformazioni εyy indica la concentrazione di deformazio-

ni plastiche in corrispondenza delle zone di localizzazione. Le componenti εxx ed

εyy rimangono costanti nella direzione trasversale del provino. Analoghe considera-

zioni valgono per l’istante di acquisizione relativo alla deformazione convenzionale

del εC = 4.05%, in cui si è raggiunto il picco dell’ultimo ramo di carico e si nota

chiaramente la formazione delle zone di localizzazione.

Le componenti miste di deformazione rimangono sempre di un ordine di grandezza

inferiore, pertanto gli assi principali di deformazione non cambiano nel corso di tutta

la prova.
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Figura 5.31: Evoluzione spazio-temporale della deformazione di Hencky εxx.

L’indagine sulle componenti di deformazione ha riguardato anche l’evoluzione tem-

porale delle componenti di deformazione di Hencky εxx e εxy afferenti ai punti dell’asse

del provino. I risultati sono riportati rispettivamente nelle figure 5.31 e 5.32. Dalla

146



5.2 Applicazioni sperimentali

figura 5.31 si osserva che, per ogni istante di acquisizione, la componente di deforma-

zione εxx rimane omogenea lungo l’asse del provino, con la formazione di fenomeni

di localizzazione in corrispondenza degli istanti immediatamente precedenti l’inizio

dell’ultima fase di scarico. L’ordine massimo del valore assoluto delle deformazioni

trasversali è dell’ordine del 40% delle deformazioni longitudinali.
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Figura 5.32: Evoluzione spazio-temporale della deformazione di Hencky εxy.

Infine in figura 5.32 si riporta la distribuzione temporale delle componenti di de-

formazione εxy. Tali deformazioni sono rimaste trascurabili per quasi tutta la durata

della prova. I valori crescenti si sono avuti durante gli ultimi due rami di carico,

durante i quali le deformazioni si sono distribuite in maniera eterogenea lungo l’asse

del provino.

Anche nel caso della prova ciclica la rottura del provino è avvenuta per allunga-

mento. In questo caso sono state osservate più localizzazioni distribuite lungo l’asse

del provino, e quindi una risposta più uniforme del materiale. La posizione degli assi

principali di deformazione non è cambiata nel corso della prova.
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Analisi dello stato di tensione

Le componenti di tensione, relative ai vari istanti della prova ciclica, sono state

calcolate in accordo con la costruzione dello stato di tensione locale discussa nel

paragrafo 5.2.1.

In figura 5.33 è stata riportata l’evoluzione temporale della componente longitu-

dinale della tensione di Cauchy σyy lungo l’asse del provino. Da tale figura emerge
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Figura 5.33: Evoluzione spazio-temporale della tensione di Cauchy σyy sull’asse del
provino.

una distribuzione costante delle tensioni longitudinali in ogni istante della prova. Gli

incrementi di tensione sono regolari con gli steps di carico e scarico. La tensione massi-

ma, dell’ordine dei 150MPa, è stata raggiunta in corrispondenza del picco dell’ultimo

ramo di carico, dopo il quale i valori delle tensioni longitudinali sono lievemente de-

cresciute, prima che iniziasse l’ultimo ramo di scarico, a causa di una probabile lieve

strizione traversale.

Nella stessa figura sono riportate le tre rette a, b e c, che indicano altrettanti

istanti di acquisizione, in cui sono state osservate le distribuzioni delle tre componenti

di tensione σxx, σxy e σyy sul dominio osservato. Tali campi di tensione sono riportati

nelle successive figure 5.34, 5.35, 5.36, e si riferiscono a deformazioni convenzionali del

2.66%, 0.40% e 4.05% rispettivamente. Mentre le tracce a e c si riferiscono ai picchi
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degli ultimi due rami di carico, la traccia b corrisponde all’ultima fase del terzo ramo di

scarico. Nei tre istanti di acquisizione osservati si constata che tanto le componenti di
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Figura 5.34: Componenti del tensore di tensione di Cauchy per εC = 2.66%.

tensione trasversale σxx quanto quelle longitudinali rimangono costanti nella direzione

della larghezza del provino. In corrispondenza del punto di scarico, per il quale la

deformazione convenzionale è dello 0.40%, la componente di tensione longitudinale

σyy è negativa, pertanto, durante lo scarico, il provino è stato sottoposto ad una lieve

di compressione. Nel punto di scarico le tensioni tangenziali σxy sono di un ordine

di grandezza inferiore rispetto alle componenti σxx, mentre negli altri due istanti di

acquisizione le stesse σxx e σxy presentano lo stesso ordine di grandezza. Si osserva

infine che le componenti di tensione σxx e σyy risultano simmetriche rispetto all’asse

longitudinale del provino, mentre le componenti tangenziali σxy sono emisimmetriche.

Osservando la figura 5.36, relativa ad una deformazione convenzionale del 4.05%,

si possono notare le sezioni d’asse in cui si sono formati i picchi della componente di

tensione σyy.

149



Applicazioni e Risultati

x

y 
(p

ix
el

s)
σ

0

100

200

300

400

500 −1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

x 10
−3

Mpaxx

x

y 
(p

ix
el

s)

σ

100

200

300

400

500 −4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−4
Mpaxy

x

y 
(p

ix
el

s)

σ
0

100

200

300

400

500 −0.5219

−0.5218

−0.5217

−0.5216

−0.5215

−0.5214

−0.5213

Mpayy

Figura 5.35: Componenti del tensore di tensione di Cauchy per εC = 0.40%.
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Figura 5.36: Componenti del tensore di tensione di Cauchy per εC = 4.05%.
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Analisi della velocità di deformazione

I risultati illustrati nelle prossime figure si riferiscono al calcolo della velocità di

deformazione di Lagrange. La presentazione dei risultati ripercorre lo schema seguito

per la prova di trazione monotona.

L’evoluzione temporale Ėyy(0, y, t) della componente di velocità di deformazione

sull’asse y del provino è rappresentata contestualmente alla tensione convenzionale,

acquisita nel tempo. Il grafico è riportato sulla parte sinistra della figura 5.37, in cui

l’asse orizzontale rappresenta il tempo e l’asse verticale è l’insieme dei punti costituenti

la generatrice del provino, nei quali sono state misurate le velocità di deformazione.

Sulla parte destra della stessa figura è illustrato il profilo delle velocità di deformazione

dell’asse del provino in corrispondenza dell’istante di picco massimo della tensione

convenzionale. La traccia di tale profilo è indicata con a in figura 5.37. Dal profilo

a si ricavano le posizioni delle sezioni di formazione delle localizzazioni, nonchè la

posizione precisa della sezione di rottura, che corrisponde a 270 pixels di distanza

dal bordo superiore del dominio osservato. Dall’esame della figura 5.37 si evince

che la prova risulta omogenea e priva di localizzazioni fino all’istante di acquisizione

numero 500, in corrispondenza del quale la velocità di deformazione è ancora inferiore

a 4·10−4 sec−1. Le localizzazioni si formano nella fase finale dell’ultimo ramo di carico,

A
ss

e 
Y

 (
pi

xe
ls

)

tempo (n.ro immagini)
0 100 200 300 400 500

50

100

150

200

250

300

350

400

450

500

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

x 10
−4

σ
C

E
yy

sec−1

a

0
100

200
300

400
500

3

3.5 4

4.5 5
x 10

−
4

A
ss

e 
y 

(p
ix

el
s)

E
yy

a
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in corrispondenza della quale si registrano incrementi della velocità di deformazione

dell’ordine di 5 · 10−4 sec−1.

I risultati dei calcoli afferenti alla velocità di deformazione sono riportati ancora

nella figura 5.38 sotto forma di curve di livello. Dall’esame della figura si osserva che

nei primi istanti della prova si formano piccole superfici a velocità di deformazione

costante. Esse si espandono nel corso del primo ramo di carico, e si contraggono

durante il primo ramo di scarico. Durante il secondo ramo di carico le superfici a

velocità costante continuano ad espandersi progressivamente fino ad una velocità di

deformazione di 1.22·10−4 sec−1. In corrispondenza di tale incremento di deformazione

la curva tensione convenzionale - tempo di acquisizione cambia pendenza, la risposta

della prova diventa complessivamente omogenea, e la componente della velocità di

deformazione Ėyy diviene parallela alla generatrice del provino.
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Figura 5.38: Curve di livello sull’evoluzione temporale di Ėyy.

Negli ultimi istanti del quarto ramo di carico si osserva la formazione di tre punti

di localizzazione nei quali la velocità di deformazione supera il valore di 4 ·10−4 sec−1,

e la risposta del materiale diventa eterogenea. La concentrazione delle curve di livello

verso le sezioni di localizzazione inizia a partire dal valore di picco della tensione

convenzionale massima, dopo il quale la curva tensioni - deformazioni convenzionali
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si adagia su un breve tratto a pendenza negativa, che precede l’ultimo ramo di scarico

della prova ciclica.

Le successive figure 5.39, 5.40, 5.41 presentano le distribuzioni, sulla superficie

monitorata del provino, delle componenti di velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy ri-

ferite alle deformazioni convenzionali dell’1.16%, 2.64% e 3.49% rispettivamente. Per
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Figura 5.39: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 1.16%.

una deformazione convenzionale dell’1.16% la componente di trazione risulta sensibil-

mente eterogenea lungo l’asse del provino. Tale eterogeneità subisce una degradazione

in corrispondenza della deformazione convenzionale del 2.64%, in cui cominciano a

formarsi le zone di localizzazione. La sezione di formazione della rottura diventa

evidente in corrispondenza della distribuzione di velocità afferente alla deformazione

convenzionale del 3.49%, dove si osserva anche un ulteriore sezione di localizzazione.

La sezione di formazione della rottura è risultata ortogonale all’asse del provino.

Per ciascuno dei livelli di sollecitazione monitorati, e per ognuna delle posizioni

sull’asse del provino la componente trasversale di velocità di deformazione è costante

in direzione x. La componente Ėxx aumenta meno rapidamente rispetto alla com-

ponente longitudinale di velocità di deformazione. Il rapporto tra i valori assoluti

|Ėyy|/|Ėxx| passa dal valore 1.6 per εC = 2.64% ad un valore di 2.5 per εC = 3.49%.

La componente mista Ėxy si è rivelata sempre inferiore rispetto alle altre due compo-
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Figura 5.40: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 2.64%.
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Figura 5.41: Velocità di deformazione Ėxx, Ėxy, Ėyy per εC = 3.49%.
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nenti di velocità di deformazione, e la sua distribuzione è all’incirca omogenea nella

direzione d’asse del provino.
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Figura 5.42: Curve di livello sull’evoluzione temporale di ẇdef .

Anche per la prova ciclica di carico è stata stimata l’evoluzione temporale della

velocità di energia di deformazione sull’asse del provino. I calcoli sono stati eseguiti

utilizzando la formula (5.13). I risultati sono messi in evidenza dalle curve di livello

illustrate in figura 5.42; tale figura conferma la risposta omogenea del materiale in

condizione di carico ciclico, nonchè la formazione delle sezioni di concentrazione delle

localizzazioni in corrispondenza degli istanti finali dell’ultimo ramo di carico.
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5.2.4 Applicazione del metodo di identificazione inverso

In questo paragrafo vengono esposti e discussi i risultati ottenuti applicando il

metodo di identificazione inverso presentato nel paragrafo 2.5. Tale metodo di identi-

ficazione è oggetto di una ricerca attualmente in corso presso l’LMGC di Montpellier,

dove è coordinata da S. Pagano e B.Wattrisse.

Il metodo di identificazione inverso ha permesso di calcolare i parametri elastici ed

il danneggiamento subito dal materiale composito PA66 durante la prova monoassiale

di carico.

Poichè il materiale composito PA66 è un materiale a fibre corte con dispersione

random nella matrice polimerica, in questa fase, è stato ipotizzato una risposta da

materiale isotropo. Pertanto, ai fini della valutazione dei parametri elastici, le indagini

sono state indirizzate al calcolo del modulo di Young e del coefficiente di Poisson in

condizioni di materiale integro non danneggiato. Lo stesso metodo di identificazione

ha permesso di stimare la degradazione del modulo di rigidezza secante subita dal

materiale nel corso della prova di trazione monotona. Il danneggiamento è stato

valutato utilizzando il rapporto tra il modulo di Young del materiale, valutato per

ogni step della fase evolutiva del materiale, ed il modulo di Young iniziale.

I parametri di filtering, utilizzati nei calcoli, sono stati scelti in conformità con

i risultati ottenuti nel paragrafo 2.5.1, che ha riguardato l’analisi di robustezza del

metodo. La procedura di identificazione è stata implementata all’interno del software

agli elementi finiti Cast3Mr. Per le sue caratteristiche, tale software si è rivelato

adatto al lavoro da eseguire; il software Cast3Mr consente di calcolare agevolmente i

moltiplicatori di Lagrange, nonchè di sovrapporre due mesh di elementi finiti distinte,

trasferendo facilmente i dati tra le due mesh.

La geometria e le dimensioni del modello implementato sono state quelle della

superficie del provino monitorata attraverso la C.C.D. Un dominio rettangolare delle

dimensioni di 9.0mm di larghezza e di 63.0mm li lunghezza è stato discretizzato

utilizzando l’elemento finito QUA4, formulato in stato piano di tensione, ed estratto

dalla libreria di Cast3Mr. L’elemento finito QUA4 è un elemento finito quadrangolare

a quattro nodi, che utilizza funzioni di forma lineari, ed è dotato dei gradi di libertà

traslazionali UX ed UY per ciascun nodo.

Lo stesso dominio rettangolare è stato discretizzato con due mesh distinte e so-

vrapposte, che hanno avuto in comune i quattro vertici e le condizioni al contorno del

problema.

La prima mesh, è stata formata da 60 elementi finiti lungo la lunghezza del rettan-

golo e da 12 elementi finiti nella direzione della larghezza. Ai nodi della prima mesh
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sono stati assegnati i valori degli spostamenti calcolati con la tecnica di correlazione

delle immagini digitali.

La seconda è stata una mesh più rada, formata da 30 elementi finiti lungo la lun-

ghezza del rettangolo e da 1 solo elemento finito nella direzione della larghezza. Questa

mesh è stata utilizzata per il calcolo diretto degli spostamenti nodali e dei moltiplica-

tori di Lagrange secondo le (2.66), (2.67). Il calcolo diretto è stato eseguito nell’ipotesi

di materiale isotropo, ed utilizzando, nella matrice elastica di primo tentativo, i para-

metri ottenuti dai risultati esposti nel paragrafo 5.2.2: E0 = 7840MPa, ν = 0.4. I ri-

sultati dell’identificazione sono stati ottenuti attraverso due minimizzazioni successive

del funzionale (2.61).

I due grafici riportati di seguito illustrano rispettivamente le stime del modulo di

Young e del coefficiente di Poisson in condizione di materiale integro non danneggiato.

Tali risultati sono stati ottenuti utilizzando i dati di spostamento e di carico afferenti

al primo istante di acquisizione del processo evolutivo monotono.
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Figura 5.43: Distribuzione del modulo di Young iniziale lungo l’asse del provino.

La distribuzione del modulo di Young iniziale lungo l’asse del provino è riportata

in figura 5.43. Da tali risultati si osserva che il materiale PA66 non è omogeneo e pre-

senta una variabilità locale del modulo di Young compresa tra 2000MPa e 7800MPa.

Tale variabilità è da attribuire alla distribuzione random delle fibre all’interno della

matrice, e ad una loro concentrazione variabile all’interno del materiale. In corri-
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spondenza delle posizioni d’asse in cui il modulo di Young è maggiore di 7000MPa

è da ipotizzare un’elevata concentrazione di fibre parallele alla direzione del carico.

Viceversa in corrispondenza di un modulo elastico dell’ordine di 2000MPa la risposta

del materiale è dominata dalla matrice.
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Figura 5.44: Distribuzione del coefficiente di Poisson lungo l’asse del provino.

Lo stesso metodo inverso di identificazione ha permesso di stimare la distribuzione

del coefficiente di Poisson lungo l’asse del provino. I risultati confermano i dati già

discussi nel paragrafo 5.2.2 e si distribuiscono attorno al valore 0.4, che rappresenta

la stima del coefficiente di Poisson per il materiale composito PA66.

Il modulo elastico secante è stato stimato in ciascun istante di acquisizione, nel

quale sono noti il campo di spostamenti piani, ed il carico applicato dalla macchina

servoidraulica. Il danneggiamento è stato stimato in ciascun punto dell’asse del provi-

no per mezzo attraverso la formula (2.78). Al solito, in figura 5.45, viene proposta una

rappresentazione dei risultati sotto forma di evoluzione temporale. Sul grafico è ripor-

tata la curva delle tensioni convenzionali. Si osserva che il materiale composito PA66

subisce una riduzione relativa del modulo secante molto bassa soltanto nei primissimi

istanti, mentre per quasi tutta la durata della prova il valore del danneggiamento è

compreso tra i valori 0.4 e 0.8.

Sullo stesso grafico sono indicati i segmenti di retta a, b e c, posizionati in cor-
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rispondenza di tre sezioni distinte dell’asse, sulle quali sono stati tracciati i profili

riportati nelle figure successive.
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Figura 5.45: Evoluzione temporale del danneggiamento nei punti d’asse del provino.

Nelle figure 5.46, 5.47, 5.48 sono riportati tre gruppi di profili temporali, che

rappresentano rispettivamente i profili del danneggiamento e del modulo di Young

rispetto alla componente longitudinale della deformazione di Hencky εyy, ed i profili

del modulo elastico rispetto alla componente longitudinale della tensione di Cauchy

σyy. Dai risultati si osserva una perdita di rigidezza repentina negli istanti iniziali

della prova, durante i quali il materiale perde circa il 50% della sua rigidezza. Nel

rimanente tempo di prova la perdita di rigidezza è più lenta e raggiunge l’80% del

valore iniziale. Quest’ultima fase conferma il comportamento viscoso del materiale.

I profili, messi a confronto in figura 5.46, indicano una distribuzione uniforme del

danneggiamento nei tre punti dell’asse del provino studiati.

Le figure 5.47, 5.48 indicano invece una dipendenza del cambiameno del modulo

elastico tangente rispetto alla posizione lungo l’asse del provino. Tale dipendenza è

dovuta, come è stato già osservato, ad una diversa disposizione delle fibre all’interno

della matrice. Infine dalla figura 5.48 si riconosce la risposta plastica perfetta della

matrice del PA66 negli ultimi istanti di osservazione, nei quali il modulo elastico si

riduce progressivamente per una tensione costante pari a quella massima.
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Figura 5.46: Profili temporali del danneggiamento rispetto alla deformazione longitudina-
le.
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Figura 5.47: Profili temporali del modulo elastico rispetto alla deformazione longitudinale.
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Figura 5.48: Profili temporali del modulo elastico rispetto alla tensione longitudinale.
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5.3 Validazione del modello

Il modello di calcolo descritto nel capitolo 4 è stato applicato per l’analisi di

problemi di danneggiamento intralaminare piani in piastre monostrato.

L’attenzione è stata rivolta all’implementazione di un modello di piastra in mate-

riale isotropo, elasto-plastico danneggiabile. In alcuni punti della piastra implemen-

tata sono state calcolate le curve di legame tensione - deformazione totale e sono state

stimate le deformazioni plastiche residue. L’obiettivo è stato quello di confrontare i

risultati previsti dal modello di calcolo, proposto nel capitolo 4, con quelli ottenuti

attraverso le prove sperimentali. Questi confronti hanno permesso di validare il mo-

dello e la sua efficacia nella stima delle componenti di tensione, di deformazione totale

e di deformazione plastica.

Le analisi sono state condotte con riferimento ad una piastra rettangolare delle

stesse dimensioni del dominio monitorato dalla C.C.D. nel corso delle prove di labo-

ratorio. La piastra è stata vincolata agli spostamenti nel piano su uno dei due lati

minori, mentre sull’altro lato minore è stata sottoposta ad una condizione di spo-

stamento imposto uguale a quello applicato dalla macchina di prova al campione di

materiale composito PA66. Per la particolare condizione di carico applicata il modello

implementato si è ridotto ad una lastra caricata nel proprio piano.

La lastra, modellata all’interno del software agli elementi finiti Ansys 10.0 ha

avuto le seguenti dimensioni lineari: B = 9.0mm, L = 63.0mm, h = 3.93mm, dove

h indica lo spessore della lastra. In figura 5.49 è illustrata una rappresentazione

della geometria e della mesh utilizzati nelle analisi. Come materiale costituente la

y

x

L

B

v

Figura 5.49: Vista della lastra e della mesh impiegati.

lastra è stato ipotizzato il composito PA66 con proprietà elastico lineare isotrope e

caratteristiche meccaniche ricavate dai risultati ottenuti nel paragrafo 5.2.2:

E = 7840MPa ν = 0.4.
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Inoltre le espressioni assunte per l’evoluzione della superficie di danneggiamento

e di plasticità sono state rispettivamente le (5.15a) e (5.15b):

γ(δ) = −3.7 · δ (5.15a)

R(p) = −2.7 · p, (5.15b)

mentre i valori delle soglie di danneggiamento e di plasticità sono stati rispettivamen-

te:

γ0 = 0.01 ed R0 = 3.8 · 10−5.

Per i parametri di resistenza al limite elastico nelle direzioni longitudinali, trasversale e

tagliante sono stati utilizzati i valori riportati rispettivamente di seguito [Benabdallah,

1993]:

F1 = 140MPa, F2 = 140MPa, F12 = 70MPa.

É stato modellato il solo piano medio della lastra, che è stato discretizzato con

una mesh uniforme, utilizzando elementi finiti di dimensioni con rapporti minimi

tra i lati adiacenti non minori di 1/8. Gli stessi elementi finiti hanno avuto forma

rettangolare e dimensioni 0.65mm in direzione x ed 1.21mm in direzione y. Tali

dimensioni degli elementi finiti hanno permesso di confrontare i risultati numerici con

quelli sperimentali.

Al lato minore della lastra, distante L dal lato vincolato è stato imposto uno

spostamento in direzione Ūy di 5.9mm, pari all’allungamento subito dal provino in

composito PA66 al termine della prova sperimentale monotona.

Nelle figure 5.51, 5.52, 5.53 sono riportati i confronti tra i risultati sperimentali

e numerici delle curve di legami tensione - deformazione totale afferenti a tre punti

distinti del modello geometrico. I tre punti considerati per il confronto dei risul-

tati si trovano sulle estremità ed in corrispondenza della sezione di localizzazione

(figura 5.50).

1 2 3

Figura 5.50: Sezioni di confronto delle curve di legame.

In figura 5.51 è riportato il confronto fra le curve di legame afferenti al punto

di osservazione 1 in figura 5.50. Si osserva che la curva di legame, ottenuta dal
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modello teorico approssima accettabilmente la curva di legame ricavata dalle misure

sperimentali. Le due curve presentano la stessa pendenza all’origine, e la curva teorica

sovrastima le tensioni in tutto l’intervallo di osservazione delle deformazioni. Inoltre in

tale confronto la curva di legame numerica non coglie il comportamento perfettamente

plastico del materiale per deformazioni superiori al 3%.
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Figura 5.51: Confronto numerico-sperimentale nel punto di osservazione 1.

La successiva figura 5.52 illustra il confronto fra le curve di legame afferenti alla

sezione di osservazione 2 in figura 5.50. Anche in questo esempio le due curve sono

confrontabili con un margine di errore accettabile. Esse presentano la stessa pendenza

all’origine ed in questo caso sono praticamente sovrapposte a partire dalla deforma-

zione di 2.8% e per tutta la fase plastica del materiale. Le due curve stimano la stessa

tensione massima. Una lieve differenza fra i due legami si può osservare nell’intervallo

dei valori di deformazione compresi tra lo 0.25% ed il 2.8%, all’interno del quale la

curva teorica sovrastima di poco il legame materiale.

Infine in figura 5.53 sono messi a confronti i legami tensione - deformazione relativi

alla sezione di osservazione 3. Tale confronto conferma quanto già osservato per la

sezione 2. Le due curve presentano una pendenza iniziale perfettamente coincidente,

esse risultano sovrapponibili a partire dalla deformazione di 2.8% e per tutta la fase

plastica del materiale. In questo esempio la tensione teorica massima è di poco

inferiore alla tensione massima calcolata attraverso le misure di correlazione. Anche in
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Figura 5.52: Confronto numerico-sperimentale nel punto di osservazione 2.
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Figura 5.53: Confronto numerico-sperimentale nel punto di osservazione 3.
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questo caso la curva teorica sovrastima il legame tensione - deformazione sperimentale

nella fase elastoplastica del materiale.

Le figure 5.54 e 5.55 mettono a confronto le stime delle deformazioni plastiche

residue all’interno del materiale rispettivamente nei punti di osservazione 2 e 3 di

figura 5.50.

I grafici riportano in ascissa la deformazione totale, ed in ordinata i corrispondenti

valori di deformazione plastica. Le curve mettono a confronto i risultati sperimentali

ed i risultati del modello teorico. Ciascun punto dei dati sperimentali è stato otte-

nuto stimando le deformazioni residue allo scarico di ciascun ciclo della prova ciclica

uniassiale. In corrispondenza della deformazione massima, raggiunta per ogni ramo

di carico, sono state valutate le deformazioni plastiche previste dal modello teorico.
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Figura 5.54: Confronto delle deformazioni plastiche stimate nel punto di osservazione 2.

In figura 5.54 sono illustrati i risultati afferenti alla sezione 2. Le due curve sono

in buon accordo per deformazioni totali basse. A partire da valori della deformazione

totale maggiori dell’1% i dati teorici sottostimano la deformazione plastica residua.

Gli scostamenti tra le due curve sono risultati accettabili.

Considerazioni analoghe possono essere discusse per i risultati relativi alla sezione

di osservazione 3, riportati in figura 5.55. In questo esempio le due curve sono risultate

scostate anche per bassi valori delle deformazioni. In corrispondenza di ciascun valore

165



Applicazioni e Risultati

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
0

1

2

3

4

5x 10
−3

ε

ε
YY

dati sperimentali
dati teorici

YY

pl

Figura 5.55: Confronto delle deformazioni plastiche stimate nel punto di osservazione 3.

residuo i risultati provenienti dall’applicazione del modello teorico hanno sottostimato

le deformazioni plastiche residue misurate sperimentalmente.

I risultati illustrati in questo paragrafo hanno confermato un confronto accettabile

fra i dati sperimentali e i dati ottenuti dal modello teorico.

Infine in figura 5.56 sono riportate le mappe del danneggiamento afferenti a tre

diversi livelli di spostamento imposto. Esse, da sinistra verso destra, corrispondono

rispettivamente al 10.2%, al 30% e al 100% dello spostamento finale.

Coerentemente con il modello implementato, si osserva una distribuzione isotropa

del danneggiamento all’interno del dominio studiato. Le tre immagini illustrano un

livello di degradazione crescente all’aumentare dello spostamento imposto. Le mappe

illustrate riportano i valori del danneggiamento sul piano medio del modello numerico.

Si osserva che, per uno spostamento imposto pari al 10.2% di quello finale, il modello

è interessato da un danneggiamento compreso tra 0.13 e 0.13. Ad una percentuale

del 30% dello spostamento finale imposto corrisponde un danneggiamento compreso

tra 0.54 e 0.6. Infine in corrispondenza dello spostamento finale, il danneggiamento

risulta compreso tra i valori 0.83 e 0.9.

Per ciascun livello di carico si osserva una distribuzione eterogenea degli effetti su

una porzione finita di superficie, in prossimità del bordo vincolato. Su tale superficie

il danneggiamento assume valori ridotti. Questa superficie si riduce man mano che
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Figura 5.56: Mappe del danneggiamento per percentuali diverse dello spostamento imposto
(Ūy). Da sinistra verso destra: 10.2%, 30% e 100% di Ūy.

lo spostamento imposto si avvicina al valore finale, in corrispondenza del quale gli

effetti del danneggiamento risultano distribuiti su tutto il piano medio del modello.
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Si propone un’analisi relativa ad un caso di carico e geometria più complesso.

La geometria del modello implementato è riportata in figura 5.57 e prevede uno

spessore costante pari a 0.15mm e lati Lx ed Ly di lunghezza uguale a 10mm. La

piastra è incastrata in corrispondenza del lato AE, mentre al lato CD è applicato

uno spostamento imposto Ūx pari a 0.5mm. Per il materiale è stato previsto un

comportamento isotropo, con proprietà meccaniche uguali a quelle stimate per il

composito PA66:

E = 7840MPa ν = 0.4.

Le equazioni (5.15) sono state utilizzate per valutare l’evoluzione delle superfici di

danneggiamento e di plasticità, per le cui soglie sono stati utilizzati i valori seguenti:

γ0 = 0.01 ed R0 = 3.8 · 10−5.

l

l

Lx

l
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A B

E D

C

x

y

Ux

P

Figura 5.57: Settore di piastra sottoposto a spostamento imposto Ūx.

I calcoli sono stati effettuati attraverso un’analisi pseudotemporale, che per ciascun

valore della variabile temporale prevede un incremento dello spostamento imposto ed

un aggiornamento delle variabili interne. In figura 5.58 è stata riportata la curva

carico-spostamento relativo al punto medio P del lato CD. Il grafico illustra una

168



5.3 Validazione del modello

curva normalizzata rispetto ai dati di carico e di spostamento; il suo andamento è

inizialmente lineare fino ad un valore del carico prossimo al 40% del carico massimo.

Successivamente il legame assume un andamento non lineare fino a raggiungere il

picco di carico, a partire dal quale si osserva un’escursione dello spostamento in

campo plastico per un valore pari a circa il 40% dello spostamento totale imposto.
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Figura 5.58: Curva carico-spostamento afferente al punto P del modello geometrico
illustrato in fig. 5.57.

In figura 5.59 è stata riportata la mappa del danneggiamento diffuso sul modello

implementato corrispondente ad un istante pseudotemporale in cui lo spostamento

imposto sul lato CD della piastra è pari al 30% del valore finale Ūx. I risultati mettono

in evidenza le zone di prima formazione del danneggiamento. In particolare, il dan-

neggiamento si localizza in un intorno superficiale circostante il vertice C e tende ad

espandersi attraverso una banda più ampia inclinata di 45 gradi. Il danneggiamento

si riduce verso le zone più distanti, fino ad assumere valore nullo su un’ampia super-

ficie circostante il lato AB. Le precedenti osservazioni sono confermate dall’esame

della figura 5.60, che illustra la mappa del danneggiamento diffuso in corrispondenza

dell’ultimo istante pseudotemporale in cui sul lato CD è imposto uno spostamento

uguale al valore finale Ūx. In quest’ultima figura si nota chiaramente la formazio-

ne di una banda superficiale diagonale nella quale il danneggiamento ha un valore
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Figura 5.59: Mappa del danneggiamento diffuso per uno spostamento imposto pari al 30%
di Ūx.
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Figura 5.60: Mappa del danneggiamento diffuso per uno spostamento imposto uguale ad
Ūx.
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compreso tra 0.8 e 0.9. Tale banda si raccorda verso una zona a ridosso del vertice

E, sul quale si forma un ulteriore picco di degradazione. Il danneggiamento si ridu-

ce progressivamente fino ad assumere valore nullo sul lato AB e sul vertice D della

piastra.
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Capitolo 6

Conclusioni

La presente tesi di dottorato ha riguardato la problematica dei fenomeni di localiz-

zazione relativi ad un particolare materiale composito a matrice polimerica, rinforzato

con fibre corte di vetro a dispersione random. Lo studio di tale problematica è stato

affrontato sia con una procedura sperimentale che con una teorica, confrontando i

risultati ottenuti nei due ambiti di ricerca.

Le indagini sperimentali, svolte nel contesto di tale lavoro di tesi, sono state effet-

tuate presso il “Laboratoire des Mécanique et Génie Civil”dell’Università di Mont-

pellier II. Il crescente interesse delle industrie meccaniche, aeronautiche edili e civili

verso i materiali compositi ha fatto progredire le collaborazioni fra le industrie pro-

duttrici del settore ed i centri di ricerca universitari, che studiano le proprietà dei

materiali. Per tale motivo la scelta del materiale composito, indagato nel contesto di

tale lavoro di tesi, è ricaduta sul “PA66”, verso il quale, da qualche anno a questa

parte, si osserva un interesse crescente da parte del mercato dei materiali.

Nel corso delle prove di laboratorio alcuni campioni di materiale PA66 di spes-

sore ridotto sono stati sottoposti a prove di trazione uniassiale monotona e ciclica.

Entrambi i tipi di prova sono stati eseguiti in controllo di spostamento ed a velocità

di deformazione costante. Con le indagini sperimentali è stata osservata la risposta

meccanica del materiale in termini di misure cinematiche e di tensione. Uno speci-

fico metodo di identificazione inverso ha permesso di stimare le proprietà elastiche

iniziali del materiale. In particolare, valutando il modulo di Young in corrispondnza

di ogni passo di carico è stata calcolata la degradazione del modulo elastico secante

del materiale.

La tecnica sperimentale, utilizzata per l’analisi dei dati, provenienti dalle prove

di laboratorio, è stata la correlazione delle immagini digitali (D.I.C.). Questa tec-
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nica non perturba il campione sotto prova e non risente delle condizioni di prova

(temperatura ambientale, frequenza ed entità del carico applicato), pertanto rende

possibile un accurato monitoraggio del comportamento evolutivo del materiale fino ad

una situazione ultima. La tecnica della correlazione delle immagini digitali fa uso di

dispositivi sperimentali avanzati, che rilevano immagini granulari ad alta frequenza,

e consentono una stima accurata delle componenti di spostamento nel piano di osser-

vazione. Tali misure sono sempre, inevitabilmente inficiate dalla presenza del rumore

elettronico, che causa una dispersione aleatoria dei dati in un intorno della soluzione

reale. Gli effetti del rumore sono suscettibili di amplificazione durante le operazioni di

derivazione, pertanto sono stati preventivamente abbattuti attraverso una procedura

di filtering. Dopo il filtraggio dei dati specifiche procedure di derivazione numeri-

ca hanno permesso il calcolo delle componenti del tensore delle deformazioni e della

velocità di deformazione.

La modalità di applicazione dei carichi durante le prove di laboratorio è stata di

tipo quasi statica. Tale circostanza è stata confermata calcolando le accelerazioni

subite dal materiale nel corso delle prove, e verificando la loro trascurabilità rispetto

al campo gravitazionale. In questo modo è stato possibile integrare le equazioni

indefinite di equilibrio di uno stato piano di tensione, e risalire alle componenti del

tensore piano delle tensioni. La possibilità di utilizzare le componenti del tensore

delle tensioni e della velocità di deformazione ha permesso di calcolare la velocità di

energia di deformazione.

Il metodo di identificazione inverso, attraverso il quale sono state calcolate le pro-

prietà elastiche del materiale, è integrato nel formalismo del “Metodo del GAP nelle

equazioni costitutive”(Constitutive Equilibrium GAP Method). In questo contesto

è definito un funzionale discreto che, facendo uso delle componenti di spostamento

calcolate per mezzo della D.I.C., nonchè di un campo di spostamenti ottenuti con il

metodo diretto, attraversa due fasi di minimizzazione distinte, con le quali sono cal-

colate in maniera iterativa le proprietà elastiche del materiale ed uno stato tensionale

equilibrato. L’applicabilità del metodo è stata verificata con uno studio di efficienza

e di robustezza. Dopo avere elaborato un quadro teorico su cui basare gli algoritmi

per l’elaborazione dei dati, sono stati generati dei campi numerici di spostamento,

ai quali è stato aggiunto del rumore artificiale dalle caratteristiche compatibili con

quello riscontrato durante alcuni test sperimentali. L’elaborazione dei dati cos̀ı ot-

tenuti ha permesso di calibrare i parametri di analisi delle immagini granulari. Il

metodo inverso è stato implementato all’interno del programma Cast3Mr attraverso

delle macro di personalizzazione, per l’inserimento dei dati sperimentali ed il calcolo

dei parametri materiali.
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Il modello teorico è stato sviluppato mediante un approccio basato sulla Meccani-

ca del Danneggiamento Continuo. In particolare, la formulazione è stata definita in

coerenza con precedenti lavori [Barbero and Lonetti, 2002], che analizzano gli effetti

del danneggiamento di tipo intralaminare accoppiato a fenomeni irreversibili. Si è,

quindi, formulato un modello capace di valutare gli effetti combinati del danneggia-

mento e della plasticità, nonchè la loro interazione durante la risposta di carico. Con

la modalità di degradazione intralaminare sono stati analizzati i fenomeni di danneg-

giamento prodotti all’interno del materiale. L’irreversibilità del fenomeno ha richiesto

che il problema venisse affrontato da un punto di vista termodinamico, formulando

l’esistenza di un potenziale, che per piccole deformazioni è decomponibile in tre ali-

quote: la prima dipendente dai fenomeni elastici, la seconda aliquota dipendente dai

fenomeni plastici e la terza dipendente dalle grandezze legate al danneggiamento. A

partire dal potenziale termodinamico sono scaturite le leggi di evoluzione dei para-

metri interni, che hanno permesso uno studio dettagliato dei fenomeni irreversibili. I

risultati ottenuti sono stati confrontati con quelli provenienti dalle prove sperimentali.

Dai risultati ottenuti con le prove sperimentali e dall’applicazione del modello

teorico si possono sintetizzare le seguenti conclusioni:

• I parametri elastici si sono rivelati localmente variabili, pertanto il materiale

PA66 manifesta caratteristiche di materiale non omogeneo.

• L’analisi sperimentale delle proprietà cinematiche ha messo in evidenza una

risposta omogenea del provino con fenomeni di localizzazione negli istanti finali

delle prove.

• Nel corso della prova ciclica è stata osservata la formazione di più punti di

localizzazione e dunque una migliore ridistribuzione degli effetti.

• Gli assi principali di deformazione del provino non sono cambiati nel corso

delle prove.

• Le componenti di tensione calcolate hanno messo in luce uno stato di tensio-

ne prevalentemente uniassiale, ed una distribuzione di tensioni trasversali che

risente della distribuzione random delle fibre di vetro nella matrice polimerica.

• Il materiale composito PA66 è risultato danneggiabile a partire dai primi

istanti della prova monotona. La sua risposta in termini di danneggiamento

è stata inizialmente rigida, per effetto della reazione delle fibre, mentre per la

durata maggiore della prova ha manifestato un comportamento tendenzialmente

viscoso.
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Conclusioni

• Sono stati proposti dei confronti tra i risultati sperimentali e quelli previsti

dal modello teorico. Le previsioni del modello teorico sono risultate attendibili

ed in accordo con i risultati delle prove di laboratorio.

Il presente lavoro ha confermato l’importanza e l’affidabilità delle tecniche spe-

rimentali avanzate nello studio della risposta meccanica dei materiali compositi e

nell’identificazione dei fenomeni di localizzazione. Inoltre, i confronti tra i risultati

sperimentali e quelli del modello proposto evidenziano un buon accordo nella valuta-

zione della distribuzione del danneggiamento e della stima della capacità ultima del

materiale.
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MONTPELLIER II, Montpellier, 1999.

Yi Pan, Lucian Iorga, and Assimina A. Pelegri. Numerical Generation of a

Random Chopped Fiber Composite RVE and its Elastic Properties.

Composites Science and Technology, 68(13):2792–2798, 2008.

Y. Zhang and T. Keller. Progressive Failure Process of Adhesively Bonded

Joints Composed of Pultruded GFRP. Composites Science and Technology,

68(2):461–470, 2008.

183


